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Chapitre 0
Introduction
Nous nous proposons dans ce travail d’e´tudier the´oriquement et nume´riquement le
spectre de diffe´rents ope´rateurs qui interviennent dans l’e´tude de l’ope´rateur de Schro¨din-
ger avec champ magne´tique constant dans des domaines tridimensionnels comportant des
areˆtes.
L’ope´rateur de Schro¨dinger avec champ magne´tique et parame`tre semi-classique a
e´te´ l’objet de nombreux travaux ces trente dernie`res anne´es. Nous citons les re´sultats
ge´ne´raux de Colin de Verdie`re ([CdV84]), Helffer et Sjo¨strand ([HS89]), Helffer ([Hel94]),
Morame et Raikov ([MR94]), Matsumoto ([Mat95]) ou Truc ([Tru97]). Plus re´cemment
de nouveaux travaux de´crivent cet ope´rateur pour des ge´ome´tries particulie`res, voir par
exemple Bonnaillie ([Bon05]), Fournais et Helffer ([FH06]), Raymond ([Ray09b, Ray10])
ou encore Helffer et Kordyukov ([HK11]). Ce travail s’inscrit dans cette ligne´e : nous
commenc¸ons l’investigation syste´matique du spectre de l’ope´rateur de Schro¨dinger avec
champ magne´tique dans des domaines tridimensionnels singuliers. Seul le cas du cube
a e´te´ traite´ jusqu’a` pre´sent [Pan02]. Comme e´tape importante vers le traitement de do-
maines polye´draux ge´ne´raux, nous conside´rons dans cette the`se des domaines singuliers
de type die´dral.
Une des motivations physiques pour e´tudier cet ope´rateur est son roˆle dans la mode´lisa-
tion du phe´nome`ne de la supraconductivite´. Les premiers travaux de Saint-James et de
Gennes ([Sd63], [SJST69]) font le lien entre un champ critique associe´ au phe´nome`ne de
supraconductivite´ et le bas du spectre de l’ope´rateur de Schro¨dinger avec champ magne´ti-
que. Dans la suite de nombreux auteurs ont contribue´ a` la compre´hension du phe´nome`ne :
Chapman ([Cha94]), Lu et Pan ([LP99b], [LP00b]), Bernoff et Sternberg ([BS98]), Giorgi
et Phillips ([GP02]) ou encore Helffer et Morame ([HM96],[HM04]). Cette liste est non
exhaustive et nous renvoyons a` l’introduction de [FH10] pour une historique plus de´taille´e
du sujet.
Plan de l’introduction
Dans la section 0.1 nous introduisons l’ope´rateur de Schro¨dinger semi-classique avec
champ magne´tique constant et les notations associe´es. Dans la section 0.2 nous pre´sentons
des re´sultats connus sur le bas du spectre de cet ope´rateur selon la ge´ome´trie du domaine.
En particulier nous expliquons que l’asymptotique du bas du spectre quand le parame`tre
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semi-classique tend vers 0 se de´duit de l’e´tude de l’ope´rateur sur des domaines mode`les.
Dans la section 0.3 nous pre´sentons un plan de la the`se et nous e´nonc¸ons les principaux
re´sultats obtenus. La section 0.4 donne un re´capitulatif sous forme de tables des ope´rateurs
rencontre´s au long de ce travail.
0.1 Pre´sentation de l’ope´rateur de Schro¨dinger avec champ
magne´tique
Soit un domaine Ω ⊂ R3. Soit B un champ magne´tique associe´ a` un potentiel A tel
que rotA = B. Soit h > 0 un re´el. Le proble`me conside´re´ est le proble`me spectral :
Trouver ψ 6= 0 et λ ∈ R tels que{
−(h∇− iA)2ψ = λψ sur Ω ,
n · (h∇− iA)ψ = 0 sur ∂Ω , (1)
ou` n de´signe la normale exte´rieure au bord ∂Ω de l’ouvert Ω. Le parame`tre h est destine´
a` tendre vers 0 et est appele´ “parame`tre semi-classique”.
Nous allons nous inte´resser aux solutions du proble`me (1) quand h tend vers 0. Nous
de´finissons le gradient magne´tique semi-classique :
∇A, h := h∇− iA . (2)
La re´alisation de Neumann de l’ope´rateur de Schro¨dinger magne´tique semi-classique sur
le domaine Ω est l’ope´rateur
PA,Ω, h = −∇2A, h
de´fini sur le domaine
Dom(PA,Ω, h) := {u ∈ L2(Ω), ∇2A, hu ∈ L2(Ω), ν · ∇A, hu = 0 sur ∂Ω} .
On note que
PA,Ω, h = h
2PA
h
,Ω, 1 ,
ainsi le comportement de l’ope´rateur de Schro¨dinger avec champ magne´tique de grande
intensite´ se de´duit directement de l’e´tude de l’ope´rateur de Schro¨dinger PA,Ω, h quand le
parame`tre h tend vers 0.
Invariance de jauge
En vertu de la proprie´te´ classique d’invariance de jauge (voir la proposition B.2) le
spectre de l’ope´rateur PA,Ω, h ne de´pend que du champ magne´tique B := rotA. Soit
S (PA,Ω, h) le spectre de PA,Ω, h. Nous notons
λ(B; Ω, h) := infS (PA,Ω, h) (3)
et ce quel que soit le choix du potentiel magne´tique A tel que rotA = B.
On suppose partout que B = rotA est un champ magne´tique constant unitaire
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0.2 Re´sultats connus et objectifs
Nous cherchons a` de´terminer le comportement asymptotique de λ(B; Ω, h) quand h
tend vers 0, en particulier nous cherchons a` comprendre l’influence de la ge´ome´trie de Ω
sur cette asymptotique.
0.2.1 Heuristique pour le premier terme de l’asymptotique
Nous commenc¸ons par rappeler les techniques issues de l’analyse semi-classique qui
nous conduisent a` e´tudier l’ope´rateur de Schro¨dinger magne´tique sans parame`tre semi-
classique (h = 1) sur des domaines non borne´s appele´s “domaines mode`les”.
La proce´dure ci-dessous concerne une certaine classe d’ouverts simplement connexes
borne´s : dans le cas de R2, Ω est un domaine polygonal curviligne avec un nombre fini de
sommets, et dans le cas de R3, l’ouvert Ω est un domaine polye´dral avec un nombre fini
de sommets et d’areˆtes.
Partition de l’unite´
Nous voulons e´tudier le bas du spectre de l’ope´rateur PA,Ω, h quand h tend vers 0.
Comme Ω est borne´, l’ope´rateur PA,Ω, h est a` re´solvante compacte et son spectre est dis-
cret. On note pour l’instant
qA,Ω, h(u) :=
∫
Ω
|(h∇− iA)u|2
la forme quadratique associe´e a` l’ope´rateur PA,Ω, h. Le principe du min-max (voir la
proposition A.1) nous ame`ne a` minimiser la forme quadratique qA,Ω, h pour trouver la
premie`re valeur propre λ(B; Ω, h) :
λ(B; Ω, h) = min
u∈Dom(PA,Ω, h)
qA,Ω, h(u)
‖u‖2L2(Ω)
.
Voici une formule de localisation fondamentale : si (χhj )j est une partition de l’unite´ com-
pose´e de fonctions a` support compact telles que
∑
j(χ
h
j )
2 = 1 dans Ω, on a l’identite´
suivante dite “formule IMS” :
qA,Ω, h(u) =
∑
j
qA,Ω, h(χ
h
ju)− h2
∑
j
‖u|∇χhj |‖2L2(Ω) . (4)
Supposons pour le moment que le terme de reste
h2
∑
j
‖u|∇χhj |‖2L2(Ω)
soit ne´gligeable. Sous cette hypothe`se, on voit que pour estimer qA,Ω, h(u), on est ramene´
a` estimer qA,Ωhj , h(u) ou` les Ω
h
j = supp(χ
h
j ) ∩ Ω sont des sous-domaines bien choisis de
Ω.
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Minoration grossie`re
En minorant qA,Ω, h(u) par le minimum sur j des quantite´s qA,Ωhj , h(u) et en sommant
sur j, on s’attend a` minorer (a` un terme d’erreur pre`s) la forme quadratique qA,Ω, h(u) par
l’infimum sur j des spectres des ope´rateurs PA,Ωhj , h. En utilisant des estimations d’Ag-
mon, on s’attend de plus a` ce qu’un vecteur propre u qui minimise la quantite´ qA,Ω, h(u)
soit localise´ pre`s des domaines Ωhj ou` le spectre de PA,Ωhj , h est le plus petit.
Construction de quasi-modes et majorations
Nous cherchons a` construire une fonction sur Ω qui rende la forme quadratique qA,Ω, h
la plus petite possible. Une telle fonction est ge´ne´riquement appele´ un “quasi-mode”. La
partition du domaine Ω donne une me´thode pour construire un quasi-mode : on se´lectionne
j0 tel que
λ(B; Ωhj0 , h) = minj
λ(B; Ωhj , h)
et on prend un vecteur propre u associe´ a` la valeur propre λ(B; Ωhj0 , h). Si la fonc-
tion u a de bonnes proprie´te´s de localisation, elle va fournir un bon quasi-mode pour
la forme quadratique qA,Ω, h. On obtiendra ainsi une majoration de la quantite´ λ(B; Ω, h)
par minj λ(B; Ωhj , h) modulo des termes d’erreurs.
On peut alors affiner la construction de quasi-mode : on perturbe (u, λ(B; Ωhj , h)) en une
paire (v, λ) ou` la fonction v est dans le domaine de l’ope´rateur PA,Ω, h et λ est un re´el.
On ajuste (v, λ) de manie`re a` ce que la quantite´ ‖PA,Ω, h v − λv‖ soit petite. Le the´ore`me
spectral nous dit que l’ope´rateur PA,Ω, h posse`de du spectre pre`s de λ. Cette construction
de quasi-mode se fait a` l’aide de la ge´ome´trie de Ωhj et fournit une majoration pre´cise de
λ(B; Ω, h).
La minoration est plus technique et nous en faisons une heuristique succincte ici. Nous
renvoyons a` l’introduction de [Ray09a] pour une heuristique de´taille´e de la me´thode.
L’ide´e ge´ne´rale est de se servir d’estimations de concentration des vecteurs propres issues
de la minoration grossie`re e´voque´e ci-dessus. On peut alors utiliser les vecteurs propres
comme des quasi-modes pour les ope´rateurs PA,Ωhj , h. Cette proce´dure a pour but de four-
nir une se´paration des valeurs propres de l’ope´rateur PA,Ω, h (appele´e “spectral gap”),
ne´cessaire pour appliquer le the´ore`me spectral.
Changement d’e´chelle semi-classique
Dans la proce´dure ci-dessus, nous avons besoin de connaıˆtre le spectre de l’ope´rateur
avec champ magne´tique constant sur les sous-domaines Ωhj . Nous montrons ci-dessous
l’inte´reˆt d’e´tudier des domaines “mode`les” infinis pour comprendre le spectre de PA,Ωhj , h.
Pratiquement les sous-domaines Ωhj effectuent une localisation autour de certains points
quand h tend vers 0. Plus pre´cise´ment, chaque famille (Ωhj )h est associe´e a` un point xj
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qui est dans Ωhj pour tout h. Fixons j. Nous effectuons a` partir du point xj le changement
d’e´chelle semi-classique
X − xj = x− xj√
h
. (5)
On voit que l’ope´rateur PA,Ωhj , h est unitairement e´quivalent a` hPA,Πhj , 1 avec
Πhj :=
{
xj +
x− xj√
h
, x ∈ Ωhj
}
.
Si nous supposons que la taille du support de χhj est d’ordre h
ρ avec ρ < 1
2
, alors la taille
du diame`tre de Πhj est de l’ordre de h
ρ− 1
2 et tend donc vers l’infini quand h tend vers 0.
On introduit
Πj := lim
h→0
Πhj .
Le domaine non borne´ Πj se de´duit de la ge´ome´trie des voisinages de xj dans Ω :
• Si xj est un point inte´rieur de Ω, alors Πj = R2 en dimension 2 (respectivement
Πj = R3 en dimension 3).
• Si xj est un point d’une partie re´gulie`re du bord de Ω, alors Πj est un demi-plan
(respectivement un demi-espace en dimension 3).
• En dimension 2, si xj est un sommet de Ω d’ouverture α, alors Πj est un secteur
infini d’angle α. Nous notons
Sα := {(x1, x2) ∈ R2, |x2| ≤ x1 tan α2 }
le mode`le pour ces secteurs.
• En dimension 3, si xj est sur une areˆte de Ω, alors Πj est isome´trique au die`dre Dα
que nous de´finissons comme
Dα := Sα × R . (6)
• Toujours en dimension 3, si xj est sur un sommet de Ω, alors Πj est un coin
polye´dral droit.
Dans tous les cas, nous sommes ramene´s a` e´tudier l’ope´rateur de Schro¨dinger sans pa-
rame`tre semi-classique sur un domaine non borne´ (h = 1). Dans ce travail, nous nous
inte´resserons essentiellement aux cas des domaines a` areˆte et laissons le cas des coins
polye´draux pour des de´veloppements ulte´rieurs.
0.2.2 Domaines mode`les et asymptotiques connues
Nous abre´geons les notations en posant
PA,Ω, 1 = PA,Ω
l’ope´rateur de Schro¨dinger magne´tique sans parame`tre semi-classique et λ(B; Ω) le bas
de son spectre. Nous avons vu l’utilite´ d’e´tudier cet ope´rateur sur des domaines infinis
dits “domaines mode`les”.
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Le cas de la dimension 2
Nous notons (x1, x2) les variables carte´siennes. Les re´sultats pre´sente´s ci-dessous cor-
respondent a` un potentiel magne´tique plan A = (a1, a2) dont le rotationnel rotA =
∂x1a2 − ∂x2a1 vaut 1. Pour un domaine Ω ∈ R2 et un tel potentiel magne´tique, nous
notons
λ(Ω, h) = infS (PA,Ω, h)
et
λ(Ω) = λ(Ω, 1) .
Nous prenons comme potentiel magne´tiqueAL(x1, x2) = (0,−x1) de sorte que rotAL =
1. Il est connu depuis les travaux de Landau que
λ(R2) = 1 .
Le cas du demi-plan R2+ := {x1 > 0} est instructif. Nous citons les travaux de Helffer et
Morame ([HM02]), Lu et Pan ([LP99b], [LP99a] et [LP00a]), Del Pino, Felmer et Stern-
berg ([DPFS00]), ou encore Bernoff et Sternberg ([BS98]). L’ope´rateur PAL,R2+ s’e´crit
(i∂x1)
2 + (i∂x2 − x1)2 , (x1, x2) ∈ R2+
avec condition de Neumann magne´tique en x1 = 0. Puisque le domaine est invariant par
translation selon x2, on re´alise une transformation de Fourier partielle par rapport a` x2 et
on obtient que l’ope´rateur est unitairement e´quivalent a`
−∂2x1 + (ξ2 − x1)2 , (x1, ξ2) ∈ R2+ .
Ainsi l’e´tude de l’ope´rateur PAL,R2+ se rame`ne a` l’e´tude de la famille d’ope´rateurs a` pa-
rame`tre souvent appele´s ope´rateurs de de Gennes
hNτ := −∂2t + (t− τ)2, t > 0 (7)
avec condition de Neumann en t = 0. On note µN1 (τ) le bas du spectre de cet ope´rateur.
De telles familles d’ope´rateurs a` parame`tre sont e´tudie´es dans [BH93] puis [DH93a], en
particulier il est remarquable que la fonction τ 7→ µN1 (τ) admette un unique minimum
non de´ge´ne´re´ note´ Θ0 atteint en τ = ξ0. On a (voir [BN12]) :
Θ0 ≈ 0.590106125
En notant uNξ0 un vecteur propre normalise´ associe´ a` Θ0, nous introduisons la constante
C1 :=
uNξ0(0)
2
2
≈ 0.381102161
(voir [BN12] pour l’approximation nume´rique).
On peut de´duire le spectre de l’ope´rateur de Schro¨dinger magne´tique sur le demi-plan
pour un potentiel ve´rifiant rotA = 1 :
S
(
PA,R2+
)
= [Θ0,+∞) ,
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et donc
λ(R2+) = Θ0 .
Revenons au cas semi-classique sur un domaine borne´. On peut e´noncer un de´veloppement
asymptotique pour λ(Ω, h) quand Ω est un ouvert re´gulier de R2 sous des hypothe`ses
concernant la courbure du bord ∂Ω. Helffer et Morame ([HM96] et [HM04]) avaient de´ja`
obtenu les deux premiers termes du de´veloppement asymptotique quand h tend vers 0, et
ce re´sultat est ame´liore´ par Fournais et Helffer ([FH06]) :
The´ore`me 0.1. Supposons que Ω est un ouvert borne´ simplement connexe re´gulier de R2.
Supposons aussi que la courbure de ∂Ω donne´e par s 7→ κ(s) admette un unique maxi-
mum non de´ge´ne´re´ (note´ κmax) atteint en s0 et notons κ2 = −κ′′(s0). Notons λn(Ω, h) la
n-ie`me valeur propre de l’ope´rateur PA,Ω, h avec rotA = 1. Alors il existe une suite de
re´els (ξnj )j telle que λn(Ω, h) admet le de´veloppement suivant lorsque h tend vers 0 :
λn(Ω, h) ∼ Θ0h− κmaxC1h3/2 + C1Θ0
√
3κ2
2
(2n− 1)h7/4 + h15/8
∑
j≥0
hj/8ξnj . (8)
De plus les vecteurs propres se concentrent pre`s du point de ∂Ω de courbure maximale
quand h tend vers 0.
Si le domaine n’est plus re´gulier mais polygonal avec un nombre fini de coins, il faut
introduire un nouvel ope´rateur mode`le : PA,Sα ou` Sα est le secteur mode`le d’angle α. On
note µ(α) le bas du spectre de cet ope´rateur :
µ(α) := λ(Sα) .
Dans le cas α = pi
2
, on peut citer les premiers re´sultats de [BDFM99] et dans un contexte
plus mathe´matique ceux de ([Jad01a], [Jad01b] et [Pan02]). Pour le cas ge´ne´ral α ∈ (0, pi],
les travaux de Bonnaillie-Noe¨l, ([Bon03a], [Bon03b], [Bon05]) e´clairent le proble`me. Il
est montre´ en particulier :
∀α ∈ (0, pi
2
] , µ(α) < Θ0 . (9)
L’e´tude de ce cas mode`le permet d’e´tudier le spectre de PA,Ω, h quand h tend vers 0 et Ω
est un ouvert polygonal ([BND06], [BNF07] et [BNDMV07]). On a en particulier (voir
[BND06]) :
The´ore`me 0.2. Soit Ω un domaine dont le bord est un polygone courbe avec un nombre
fini de sommets. Nous notons α1 · · ·αN les angles des sommets de Ω. Soit λ(Ω, h) le bas
du spectre de PA,Ω, h avec rotA = 1. Alors on a le de´veloppement asymptotique suivant
quand h tend vers 0 :
λ(Ω, h) = inf
(
inf
j
µ(αj),Θ0
)
h+O
(
h3/2
)
.
On voit en utilisant (9) et en comparant ce re´sultat au the´ore`me 0.1 que la pre´sence
d’un coin d’angle suffisamment petit diminue le bas du spectre par rapport au cas ou` Ω
est re´gulier.
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Le cas de la dimension 3
Nous commenc¸ons par rappeler des re´sultats pour les domaines mode`les re´guliers
infinis : l’espace et le demi-espace. Pour le cas ou` Ω est l’espace entier, on a
λ(B;R3) = 1 . (10)
Dans le cas du demi-espace (note´ R3+), nous parame´trons la situation selon l’angle θ que
fait le champ magne´tique (note´ Bθ) avec le bord du demi-espace. On de´finit
σ(θ) := λ(Bθ;R3+) . (11)
Une transformation de Fourier partielle permet de se ramener a` l’e´tude d’un ope´rateur en
dimension deux. En effet on introduit la re´alisation de Neumann de
Lθ := −∆ + (t cos θ − s sin θ)2 , (t, s) ∈ R2+ (12)
et on pose pour θ ∈ [0, pi
2
]
σ1(θ) := infS (Lθ) , (13)
on a alors (voir [LP99b]) pour θ ∈ (0, pi
2
] :
σ(θ) = σ1(θ) .
La fonction θ 7→ σ(θ) est e´tudie´e dans [LP00b], [HM02] ou encore [MT05]. Elle est
strictement croissante de [0, pi
2
] sur [Θ0, 1]. Ainsi le bas du spectre du proble`me mode`le
du demi-espace soumis a` un champ magne´tique constant est minimal quand le champ
magne´tique est tangent au bord (θ = 0) et la valeur associe´e est Θ0.
Nous e´tudions maintenant l’ope´rateur de Schro¨dinger magne´tique semi-classique PA,Ω, h
sur un ouvert re´gulier borne´ de R3. En suivant le raisonnement heuristique de la sous-
section 0.2.1, on s’attend a` ce que la famille de proble`mes mode`les associe´e a` une partition
ait son spectre minimal quand le champ magne´tique B := rotA est tangent au bord de
Ω (et le bas du spectre vaut Θ0). Nous notons Γ l’ensemble des points de ∂Ω ou` le champ
magne´tique est tangent au bord de Ω. Nous supposons que Γ est une courbe re´gulie`re de
∂Ω. Alors on a (voir [LP00b]) :
lim
h→0
λ(B; Ω, h)
h
= Θ0 ,
de plus les vecteurs propres se concentrent le long de Γ.
On cherche le terme suivant de l’asymptotique et la localisation pre´cise des fonctions
propres le long de Γ. Helffer et Morame montrent dans [HM04] le re´sultat suivant (qui
e´tait conjecture´ par Pan) :
The´ore`me 0.3. Soit Ω un ouvert re´gulier borne´ de R3. Nous supposons que le champ
magne´tique B := rotA est constant unitaire. Soit Γ l’ensemble des points de ∂Ω ou`
le champ magne´tique est tangent au bord de Ω. Nous supposons que Γ est une courbe
re´gulie`re de ∂Ω. Nous supposons aussi que l’ensemble des points de Γ ou` B est tangent
a` Γ est isole´. Alors il existe une constante γ0(B,Ω) > 0 inde´pendante de h telle que
λ(B; Ω, h) = Θ0h+ γ0(B,Ω)h
4/3 +O(h4/3+η), (η > 0). (14)
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La constante γ0(B,Ω) fait intervenir des constantes universelles issues de familles
d’ope´rateurs unidimensionnels a` parame`tre : l’ope´rateur de de Gennes pre´sente´ en (7)
et l’ope´rateur de Montgomery (voir [Mon95], [PK02] et plus re´cemment [Hel10]). Cette
constante de´pend de la ge´ome´trie du domaine Ω et du champ magne´tiqueB, plus pre´cise´ment
il s’agit du minimum d’une fonction de´finie sur Γ qui de´pend de la courbure normale le
long du champ magne´tique B et de la position du champ magne´tique par rapport a` la
courbe Γ.
De plus les vecteurs propres associe´s a` λ(B; Ω, h) se localisent quand h tend vers 0
pre`s des points de Γ qui minimisent cette fonction. Nous renvoyons a` [FH10, section 9.2]
pour une pre´sentation des e´le´ments clefs de la preuve de ce the´ore`me.
Dans le cas d’un ouvert borne´ deR3 non re´gulier, un seul cas est traite´ : celui d’un cube
note´ C (voir [Pan02]). Pan e´tudie l’ope´rateur de Schro¨dinger avec champ magne´tique sur
le die`dre d’angle droit Dpi
2
et sur l’octant (R+)3, et montre que si le champ magne´tique
B = rotA est contenu dans un des plans de coordonne´es sans eˆtre paralle`le a` un des axes,
alors le proble`me mode`le associe´ a` l’octant a une valeur propre strictement infe´rieure a`
celle de l’ope´rateur sur le die`dre Dpi
2
. L’auteur de´duit un re´sultat pour l’ope´rateur PA,C, h
sur le cube : si le champ magne´tique rotA est contenu dans une des faces sans eˆtre
paralle`le a` une des areˆtes, alors les vecteurs propres se concentrent pre`s des coins du cube
lorsque h tend vers 0.
0.2.3 Objectifs de la the`se
Le cadre de ce travail est la poursuite de l’e´tude de l’ope´rateur de Schro¨dinger magne´tique
semi-classique sur des ouverts borne´s ainsi que des ope´rateurs mode`les associe´s. Initiale-
ment l’objectif e´tait de traiter le cas d’un domaine Ω tridimensionnel posse´dant des areˆtes
et des coins polye´draux. Durant la the`se nous nous sommes penche´s sur un domaine Ω
de type die´dral, c’est-a`-dire posse´dant une areˆte. Nous espe´rons par la suite pouvoir pour-
suivre ce travail en e´tudiant le cas d’un coin polye´dral.
Nous e´tudions un nouvel ope´rateur mode`le : l’ope´rateur de Schro¨dinger avec champ
magne´tique constant sur le die`dre Dα (ce die`dre est de´fini en (6)). Nous chercherons en
particulier a` comparer le bas du spectre de l’ope´rateur PA,Dα avec celui des ope´rateurs
mode`les pre´sente´s plus haut. Nous appliquons finalement les re´sultats obtenus a` l’ope´rateur
de Schro¨dinger magne´tique semi-classique sur un domaine borne´ de R3 posse´dant une
areˆte courbe.
0.3 Organisation de la the`se et principaux re´sultats
0.3.1 Premie`re partie : ope´rateurs mode`les de Schro¨dinger sur la
demi-droite et le demi-plan
Dans la premie`re partie, nous revenons sur les ope´rateurs mode`les cite´s ci-dessus qui
interviennent dans le cas re´gulier. Le chapitre 1 est consacre´ a` l’e´tude d’ope´rateurs de
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Schro¨dinger unidimensionnels. Nous nous inte´ressons particulie`rement a` l’ope´rateur au-
toadjoint a` re´solvante compacte hNτ de´fini en (7). Nous notons (µ
N
k (τ))k≥1 ses valeurs
propres range´es par ordre croissant. Nous introduisons l’ope´rateur syme´trise´ sur R :
hsymτ := −∂2t + (|t| − τ)2 , t ∈ R . (15)
Nous notons µsymk (τ) sa k-ie`me valeur propre. Le spectre de l’ope´rateur h
N
τ se de´duit des
µsymk (τ), en effet on montre a` la proposition 1.1 :
µNk (τ) = µ
sym
2k−1(τ) ,
de plus les vecteurs propres pairs de hsymτ fournissent par restriction a` R+ ceux de h
N
τ .
Nous e´tudions alors l’ope´rateur hsymτ pour de grandes valeurs de |τ |. Il s’agit d’un ope´rateur
de Schro¨dinger avec un potentiel pair singulier en 0 si τ 6= 0. Nous donnons une asymp-
totique quand τ → −∞ des valeurs propres de cet ope´rateur a` l’aide des techniques semi-
classiques usuelles (voir [Sim83] par exemple). Plus pre´cise´ment on a pour tout k ≥ 1
les de´veloppements asymptotiques suivants lorsque le parame`tre τ tend vers −∞ (voir le
the´ore`me 1.7) : µ
sym
2k−1(τ) =τ→−∞
τ 2 + 22/3z˙ak|τ |2/3 + o
(|τ |2/3)
µsym2k (τ) =τ→−∞
τ 2 + 22/3zak|τ |2/3 + o
(|τ |2/3) ,
ou` −zak (respectivement −z˙ak) est le k-ie`me ze´ro de la fonction d’Airy de premie`re espe`ce
(respectivement de sa de´rive´e).
Dans le cas τ → +∞, on sait d’apre`s des arguments de monotonie (voir [FH10]) que
µN1 (τ) tend vers 1 par valeurs infe´rieures. Graˆce a` une construction de quasi-modes, il est
montre´ dans [FHP11] que |µN1 (τ)−1| tend vers 0 exponentiellement vite quand τ tend vers
+∞, mais la construction de quasi-mode ne permet pas de montrer que µN1 (τ) est infe´rieur
a` 1 pour τ grand. Nous interpre´tons cette convergence a` l’aide de l’ope´rateur hsymτ : le
potentiel t 7→ (|t| − τ)2 est (pour τ > 0) un double puits singulier en t = 0 (voir la figure
1.6) et on peut s’attendre a` un phe´nome`ne d’effet tunnel lorsque τ devient grand. Nous
calculons le terme d’interaction comme de´crit dans [HS85], mais les me´thodes WKB
usuelles ne permettent pas de calculer un de´veloppement asymptotique de ce terme a` cause
de la singularite´ du potentiel. Le the´ore`me 1.11 fournit un de´veloppement asymptotique a`
trois termes des valeurs propres de l’ope´rateur hsymτ quand τ → +∞ :
µsym2k−1(τ) =τ→+∞
2k − 1− 2k
(k−1)!√piτ
2k−1e−τ
2
(
1− k2−k−1
2τ2
+O
(
1
τ4
))
µsym2k (τ) =τ→+∞
2k − 1 + 2k
(k−1)!√piτ
2k−1e−τ
2
(
1− k2−k+1
2τ2
+O
(
1
τ4
))
.
L’ide´e de la preuve est base´e sur une construction de quasi-modes inspire´e de [Bol92] afin
d’estimer le terme d’interaction. On constate que la k-ie`me paire de valeurs propres est
centre´e autour de la valeur 2k − 1 (voir le corollaire 1.14). Cette valeur correspond a` la
k-ie`me valeur propre d’un ope´rateur mode`le : l’oscillateur harmonique re´el avec potentiel
quadratique.
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Nous donnons aussi un deuxie`me exemple explicite de phe´nome`ne d’effet tunnel pour
un potentiel singulier : nous e´tudions un ope´rateur de Schro¨dinger semi-classique avec
potentiel en double puits pour lequel les minima ne sont plus quadratiques mais affines
(voir la figure 1.14). Le the´ore`me 1.16 pre´cise l’asymptotique du spectre et montre en
particulier que les valeurs propres se regroupent par paires exponentiellement proches.
Il est remarquable que le “splitting” des valeurs propres ait lieu a` une e´chelle diffe´rente
de celle pre´vue par la the´orie pour les potentiels a` minima re´guliers. Encore une fois on
observe que les paires de valeurs propres sont centre´es autour des valeurs d’un proble`me
mode`le. Des simulations nume´riques illustrent ces re´sultats.
Une grande partie des re´sultats du chapitre 2 est issue de [BNDPR12]. Nous revenons
sur l’ope´rateur Lθ de´fini en (16) par
Lθ := −∆ + (t cos θ − s sin θ)2 , (t, s) ∈ R2+ . (16)
Nous de´montrons la stricte croissance de toutes ses valeurs propres sur l’intervalle (0, pi
2
)
et nous obtenons un encadrement des valeurs propres (propositions 2.10 et 2.11).
Nous montrons des estimations de concentration des vecteurs propres associe´s a` des va-
leurs propres situe´es sous le spectre essentiel. Ces estimations sont de deux types :
• Isotropes : nous montrons que les vecteurs propres de´croissent exponentiellement
quand on s’e´loigne du bord du demi-espace (the´ore`me 2.15).
• Transverses : nous montrons que les vecteurs propres de´croissent exponentiellement
quand on s’e´loigne de la droite d’annulation du potentiel, c’est-a`-dire de la droite
{t cos θ − s sin θ = 0} (the´ore`me 2.18).
Des calculs nume´riques de vecteurs propres issus de [BNDPR12] viennent illustrer ces
re´sultats.
On s’inte´resse ensuite au comportement des valeurs propres de Lθ lorsque θ tend vers 0.
On montre que leur nombre tend vers l’infini et nous donnons une minoration du nombre
de valeurs propres situe´es sous le spectre essentiel. Nous montrons aussi que l’ensemble
des valeurs propres situe´es sous le spectre essentiel se densifie dans l’intervalle [Θ0, 1]
quand θ tend vers 0.
On de´montre une asymptotique pre´cise de la n-ie`me valeur propre situe´e sous le spectre
essentiel. Un changement de variable bien choisi permet de se ramener a` l’ope´rateur (avec
condition de Neumann sur le bord {z = 0}) :
Lh := −h∂2y − ∂2z + (z − ξ0 − yh1/2)2 −Θ0 , (y, z) ∈ R2+
ou` h = tan θ et ξ0 est le parame`tre re´el tel que µN1 (ξ0) = Θ0. Ainsi lorsque θ tend vers 0,
h joue le roˆle d’un parame`tre semi-classique. Une construction de paires propres en se´ries
formelles du parame`tre h fournit des quasi-modes pour l’ope´rateur Lh et une majoration
pour sa n-ie`me valeur propre. La minoration est plus technique : on remplace le terme
−∂2z + (z − ξ0 − yh1/2)2 − Θ0 par son e´nergie fondamentale µN1 (ξ0 + yh1/2) − Θ0. On
est alors ramene´ a` e´tudier l’ope´rateur unidimensionnel (appele´ “approximation de Born-
Oppenheimer”) :
LBOh := −h∂2y + µN1 (ξ0 + yh1/2)−Θ0 , y ∈ R .
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Il faut montrer que cet ope´rateur est une bonne approximation pour l’ope´rateur Lh quand
h tend vers 0. On utilise des estimations d’Agmon pour localiser les e´le´ments propres
et un proce´de´ de Grushin pour comparer les spectres des deux ope´rateurs. En revenant a`
l’ope´rateur initial Lθ, on de´duit une asymptotique a` tout ordre en puissance de θ quand θ
tend vers 0 :
σn(θ) ∼ Θ0 + (2n− 1)
√
(µN1 )
′′(ξ0)
2
θ +
∑
j≥2
βn,jθ
j
ou` (βj,n)j≥2 est une suite de re´els.
0.3.2 Deuxie`me partie : l’ope´rateur de Schro¨dinger avec champ magne´tique
sur le die`dre
Nous notons (x1, x2, x3) les variables carte´siennes de l’espace. Dans ces variables
nous notons
Dα := Sα × R
avec Sα := {|x2| < x1 tan α2 } le secteur infini d’angle α. L’ouvert Dα est un die`dre
d’angle d’ouverture α. Son plan bissecteur est le plan {x2 = 0}. Nous supposerons α ∈
(0, pi], autrement dit nous ne nous inte´resserons qu’a` des domaines convexes.
Nous pre´sentons un nouvel ope´rateur mode`le : l’ope´rateur de Schro¨dinger sur le die`dre
Dα. Nous supposons que le die`dre est soumis a` un champ magne´tique donne´
B := (b1, b2, b3)
constant unitaire. Un choix possible pour le potentiel magne´tique est donne´ par le potentiel
magne´tique line´aire dit “syme´trique” :
AS(x1, x2, x3) := (−x22 b3, x12 b3, x2b1 − x1b2) .
Nous sommes ainsi amene´s a` e´tudier l’ope´rateur (avec condition de Neumann sur le bord
du die`dre) :
PAS,Dα :=
(
−i∂x1 +
x2
2
b3
)2
+
(
−i∂x2 −
x1
2
b3
)2
+ (−i∂x3 + x1b2 − x2b1)2 .
Le spectre de cet ope´rateur ne de´pend que de B et de l’angle α. On note donc
s(B;α) := infS
(
PAS,Dα
)
.
En reprenant les notations pre´ce´dentes, on a
s(B;α) = λ(B;Dα) .
Dans le chapitre 3 nous discutons du choix du potentiel vecteur A qui ve´rifie rotA =
B et nous de´finissons une classe de potentiels magne´tiques associe´e au champ B, en
particulier les e´le´ments de cette classe ne de´pendent pas de la variable x3. Pour un e´le´ment
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A de cette classe, nous montrons que l’e´tude de l’ope´rateur PA,Dα se rame`ne a` l’e´tude
d’une famille d’ope´rateurs a` parame`tre sur le secteur Sα, en effet une transformation de
Fourier donne la de´composition en inte´grale directe :
PA,Dα =
∫ ⊕
τ∈R
(
PA,Sα + VB, τ
)
dτ (17)
ou` A est un potentiel magne´tique plan compose´ des deux premie`res composantes du po-
tentiel A et ou` le potentiel e´lectrique VB, τ est de´fini par
VB, τ (x1, x2) := (x1b2 − x2b1 − τ)2 .
On de´finit le bas du spectre de l’ope´rateur sur le secteur :
s(B;α, τ) := infS (PA,Sα + VB, τ )
et on a la relation fondamentale
s(B;α) = inf
τ∈R
s(B;α, τ) . (18)
Ce proce´de´ classique de re´duction de dimension est puissant : il permet, partant d’un
ope´rateur en dimension 3, de se ramener a` l’e´tude d’une famille d’ope´rateurs en dimension
2. Cette relation donne aussi une fac¸on de calculer nume´riquement le bas du spectre de
PA,Dα par e´chantillonnage de τ : on calcule le bas du spectre des ope´rateurs PA,Sα +VB, τ
pour des valeurs de τ bien choisies et on utilise la relation (18) pour de´duire une estimation
nume´rique de s(B;α).
On pre´sente des relations de syme´trie par rapport au champ magne´tique B et on montre
que l’on peut se ramener a` e´tudier le cas ou` B a toutes ses composantes positives. On
e´tudie aussi la re´gularite´ du bas du spectre, on montre en particulier que
τ 7−→ s(B;α, τ)
est continue sur R.
Dans le cas B = (0, 0, 1) d’un champ tangent a` l’areˆte du die`dre, on a s(B;α) = µ(α)
ou` la fonction α 7→ µ(α) est le bas du spectre de l’ope´rateur mode`le de Schro¨dinger avec
champ magne´tique constant sur un secteur angulaire :
(−i∂x1)2 + (−i∂x2 − x1)2 , (x1, x2) ∈ Sα
pre´sente´ plus haut. On a vu que dans le cas du demi-espace, le bas du spectre de l’ope´rateur
de Schro¨dinger avec champ magne´tique constant unitaire est strictement croissant par
rapport a` l’angle θ que fait le champ avec le bord du demi-espace. En particulier le bas
du spectre est minimal quand le champ est tangent au bord du demi-espace, et sa valeur
est Θ0. Dans le cas d’un die`dre d’angle α, on peut se demander si le bas du spectre est
minimal pour un champ magne´tique B tangent a` l’areˆte du die`dre (auquel cas le bas du
spectre vaut µ(α)). Autrement dit quand a-t-on l’ine´galite´
µ(α) ≤ s(B;α)? (19)
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Pan montre que cette ine´galite´ est vraie dans le cas α = pi
2
pour un champ contenu dans
une des faces du die`dre. Dans la section 3.4, nous donnons des conditions sur le champ
magne´tique et l’angle α pour que ce re´sultat reste vrai. On montre en particulier qu’il est
vrai pour tout α si le champ magne´tique vaut B = (0, 1, 0), c’est-a`-dire s’il est perpen-
diculaire au plan bissecteur du die`dre. On montre aussi que pour b2 > 0 fixe´ et α assez
petit, l’ine´galite´ (19) est vraie.
Dans le chapitre 4, nous caracte´risons le spectre essentiel de l’ope´rateur sur le secteur
PA,Sα + VB, τ . On trouve une condition ge´ome´trique discriminante. On introduit la droite
Υ d’e´quation VB, τ = 0 et on note (γ, θ) les coordonne´es sphe´riques du champ magne´tique
B (voir la figure 3.1). On de´finit la terminologie suivante :
• On dit que la droite Υ ve´rifie la condition de la droite sortante si θ ∈ [0, pi−α
2
) (voir
la figure 3.4). Dans ce cas-la` l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ est a` re´solvante compacte.
• On dit que la droite Υ ve´rifie la condition de la droite entrante si θ ∈ (pi−α
2
, pi
2
] (voir
la figure 3.6). Dans ce cas-la` le spectre essentiel de l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ vaut
[1,+∞).
• On dit que la droite Υ ve´rifie la condition de la droite tangente si θ = pi−α
2
(voir la
figure 3.5). Dans ce cas-la` le spectre essentiel PA,Sα +VB, τ de´pend des parame`tres.
Il est de´crit par la proposition 4.15.
Dans les trois cas, le lemme de Persson et une comparaison a` des ope´rateurs mode`les sur
des domaines re´guliers permettent de trouver le spectre essentiel.
On obtient aussi graˆce a` cette e´tude le the´ore`me 4.21 : dans le cas ou` le champ est perpen-
diculaire a` l’areˆte du die`dre et contenu dans une des faces du die`dre, on a pour α ≥ pi
2
s(B;α) = Θ0 .
On ge´ne´ralise ainsi le re´sultat de Pan ([Pan02]) pour le cas α = pi
2
. Il est remarquable
que ce re´sultat ne soit plus vrai pour des angles d’ouverture petits : plus pre´cise´ment nous
montrons dans le chapitre 6 que pour un champ magne´tique contenu dans une des faces
du die`dre et α assez petit, on a
s(B;α) < Θ0 .
Nous essayons dans la suite de la the`se de re´pondre a` certaines proble´matiques :
• Nous cherchons une majoration pour s(B;α). Peut-on comparer s(B;α) aux va-
leurs propres associe´es aux autres proble`mes mode`les que sont Θ0 et µ(α) ?
• La borne infe´rieure sur τ ∈ R des s(B;α, τ) est-elle atteinte ? Si oui, nous no-
tons τ∗ un minimiseur de la fonction τ 7→ s(B;α, τ). Il sera inte´ressant de sa-
voir si la quantite´ s(B;α, τ∗) est une valeur propre pour l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ∗ .
Cette proble´matique trouve son inte´reˆt dans la construction de quasi-mode pour
l’ope´rateur de Schro¨dinger magne´tique semi-classique sur un domaine borne´ : en
effet la donne´e d’un vecteur propre pour l’ope´rateur PA,Sα +VB, τ∗ fournit un quasi-
mode pour l’ope´rateur PA,Ω, h d’apre`s la proce´dure vue dans la sous-section 0.2.1.
Pour le cas α = pi
2
, Pan montre que la fonction τ 7→ s(B;α, τ) admet un minimum, et ce
quel que soit le champ magne´tique B. La de´monstration repose en grande partie sur des
proprie´te´s de syme´trie du die`dre Dpi
2
qui permettent d’utiliser la condition de Neumann
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pour se ramener a` un proble`me sur le plan. Ces me´thodes ne se ge´ne´ralisent pas au cas
α 6= pi
2
. Nous utilisons la continuite´ de τ 7→ s(B;α, τ) : pour savoir si la borne infe´rieure
de cette fonction est atteinte, il faut d’abord calculer les limites de s(B;α, τ) quand |τ |
est grand.
Dans le chapitre 5, nous faisons tendre le parame`tre de Fourier τ vers −∞ et +∞ .
Ceci nous fournira une majoration pour la quantite´ s(B;α). On rappelle que la fonction
σ1 a e´te´ introduite en (13) et on de´finit pour b ∈ (0, 1] la fonction
σaux1 (b) := σ1(arcsin b). (20)
On montre que la limite de s(B;α, τ) quand |τ | tend vers +∞ est soit +∞, soit un σaux1 (b)
ou` b est une quantite´ qui de´pend du champ magne´tique B et de l’angle α . Le tableau 5.1
donne de manie`re explicite (en utilisant la fonction σaux1 ) la valeur de cette limite. Nous
avons donc dans ce chapitre ge´ne´ralise´ et ame´liore´ les re´sultats obtenus par Pan dans le
cas α = pi
2
. On constate que dans tous les cas, la limite est supe´rieure a` Θ0.
0.3.3 Troisie`me partie : e´tude asymptotique pour les angles petits
Nous cherchons des majorations des valeurs propres s(B;α, τ) pour re´pondre aux
proble´matiques souleve´es plus haut. Nous cherchons en particulier des valeurs de τ pour
lesquelles s(B;α, τ) est infe´rieure a` Θ0 : on aura ainsi l’existence d’un minimiseur de la
fonction τ 7→ s(B;α, τ). On de´duira en outre une majoration de s(B;α) qui nous per-
mettra de comparer le proble`me mode`le a` ceux de´crits dans le cas d’un domaine re´gulier.
Dans cette optique, nous e´tudions l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ sur le secteur d’ouverture α
avec α petit. On s’attend a` pouvoir comparer l’ope´rateur sur le secteur avec un ope´rateur
mode`le unidimensionnel. Dans le cas du champ tangent a` l’areˆte B = (0, 0, 1), on a
s(B;α) = s(B;α, 0) = µ(α) .
Les travaux de Bonnaillie-Noe¨l ([Bon05]) montrent alors que
µ(α) ∼
α→0
α√
3
.
Le point clef est la comparaison de l’ope´rateur en coordonne´es polaires avec un ope´rateur
singulier unidimensionnel. Des techniques semi-classiques permettent ensuite de montrer
le re´sultat et de l’affiner en un de´veloppement asymptotique a` tout ordre en puissances de
α de la premie`re paire propre (ces re´sultats sont rappele´s dans la section 3.2).
Pour un champ magne´tique non tangent a` l’areˆte B = (b1, b2, b3) deux cas peuvent se
produire :
• Si b2 6= 0, on note que pour α assez petit, la droite Υ d’annulation du potentiel VB, τ
est sortante, et l’ope´rateur PA,Sα +VB, τ est a` re´solvante compacte pour toute valeur
de τ d’apre`s la proposition 4.10.
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• Si b2 = 0, la droite Υ est entrante dans le secteur pour toute valeur de l’angle α.
L’ope´rateur PA,Sα + VB, τ a du spectre essentiel et celui-ci vaut [1,+∞) d’apre`s la
proposition 4.14.
Des changements de variables associe´s aux coordonne´es polaires et a` un choix de jauge
ade´quat nous ame`nent a` conside´rer l’ope´rateur dans les variables polaires du secteur
(r, φ). La mise a` l’e´chelle de la coordonne´e angulaire fournie par η := φ
α
permet de
se ramener a` l’ope´rateur associe´ a` la forme quadratique
QpolB, τ (u) :=
∫
Ω0
(
|(∂r − iαrηb3)u|2 + 1
α2r2
|∂ηu|2 + V polB, τ |u|2
)
r dr dη (21)
ou` le potentiel dans les nouvelles coordonne´es est :
V polB, τ (r, η) :=
(
r cos(ηα)b2 − r sin(ηα)b1 − τ
)2
, (22)
et l’ouvert Ω0 est la bande semi-infinie (r, η) ∈ R+ × (−12 , 12).
Comme dans [Bon05], nous e´liminons le terme singulier en 1
α2
en nous restreignant aux
fonctions de Ω0 ne de´pendant pas de la variable η.
Dans le chapitre 6, on conside`re le cas b2 6= 0. En faisant formellement α = 0 dans
la forme quadratique de´finie en (21), on obtient l’ope´rateur de Sturm-Liouville (note´ lτ )
dont le potentiel de´pend du parame`tre τ :
lτ := −∂2r −
1
r
∂r + (r − τ)2 , r ∈ R+ (23)
de´fini sur l’espace des fonctions de la variable r > 0 muni de la mesure a` poids r dr. Des
ope´rateurs de ce type sont e´tudie´s dans [BC72]. Nous notons ζ1(τ) le bas du spectre de cet
ope´rateur et nous montrons des proprie´te´s de ζ1 analogues a` celles de la premie`re valeur
propre µN1 (τ) de h
N
τ (cf chapitre 1). Nous montrons que ζ1(τ) est une valeur propre simple
de lτ . Il est e´le´mentaire que limτ→−∞ ζ1(τ) = +∞. Lorsque τ tend vers +∞, l’analyse
semi-classique fournit l’asymptotique suivante (cf la proposition 6.11) :
ζ1(τ) =
τ→+∞
1− 1
4τ 2
+O
(
1
τ 3
)
.
Nous montrons en utilisant des quasi-modes gaussiens bien choisis que τ 7→ ζ1(τ) admet
un minimum sur R :
Ξ0 := inf
τ∈R
ζ1(τ) ,
de plus nous avons
Ξ0 ≤
√
4− pi .
Nous calculons la de´rive´e de la fonction ζ1 a` l’aide des techniques de [DH93b] (voir la
proposition 6.22). La relation (6.48) ne permet pas de de´terminer la monotonie de ζ1 mais
fournit une comparaison entre Ξ0 et la constante Θ0 de´finie comme le minimum de la
fonction µN1 :
Θ0 < Ξ0 .
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Une approximation par e´le´ments finis fournit la valeur approche´e
Ξ0 ≈ 0.8630 ,
de plus cette valeur semble eˆtre atteinte en un unique minimum de la fonction ζ1 (voir la
figure 6.4).
En utilisant une fonction propre de l’ope´rateur lτ associe´e a` la valeur Ξ0, on montre pour
un champ B avec b2 > 0 le the´ore`me 6.29 :
lim sup
α→0
s(B;α) ≤ Ξ0b2 .
On de´duit aussi du the´ore`me 6.29 que pour b2 et α assez petits, on a
s(B;α) < Θ0 .
En utilisant les quasi-modes construits pour l’ope´rateur lτ , on construit des quasi-modes
pour l’ope´rateur sur le secteur PA,Sα + VB, τ et on obtient graˆce a` (18) une majoration
analytique de s(B;α) (voir le corollaire 6.32). Pour α petit, le majorant est infe´rieur aux
valeurs limites de s(B;α, τ) calcule´es pour τ grand. On de´duit le the´ore`me 6.35 : pour
b2 > 0 fixe´ il existe αm(B) > 0 tel que pour α ∈ (0, αm(B)), la fonction τ 7→ s(B;α, τ)
atteint son infimum. De plus le lemme 6.34 fournit une minoration pour la valeur αm.
Pour b2 = 1, c’est-a`-dire pour le champ magne´tique B := (0, 1, 0) perpendiculaire au
plan bissecteur du die`dre, on trouve αm(B) ≥ 1.2035.
Nous re´alisons des simulations nume´riques pour trouver des valeurs approche´es de s(B;α).
Ces calculs donnent une forte pre´somption pour que la limite de s(B;α) quand α tend vers
0 soit effectivement Ξ0b2 (voir la conjecture 6.30). On constate graˆce a` ces calculs que la
monotonie de la fonction α 7→ s(B;α) semble de´pendre du champ B.
Dans le chapitre 7, nous e´tudions le cas b2 = 0. Le champ magne´tique est alors de la
forme
B = (sin γ, 0, cos γ) ,
il est contenu dans le plan bissecteur du die`dre. On commence par montrer que pour τ 6= 0
fixe´, on a
lim inf
α→0
s(B;α, τ) > 0 .
On construit un quasi-mode pour l’ope´rateur PA,Sα +VB, 0 (c’est-a`-dire pour le cas τ = 0
ou` la droite Υ est confondue avec la bissectrice du secteur Sα). On utilise la fonction
(x1, x2) 7−→ e−α(x21+x22)/4
√
3
et on obtient
s(B;α, 0) ≤ α√
3
+
√
3b23
120
α3 . (24)
Nous de´crivons les conse´quences de cette majoration a` l’aide de la relation (18). On a
s(B;α) ≤ s(B;α, 0)
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et donc s(B;α) tend vers 0 quand α tend vers 0. Comme les limites de s(B; α, τ) quand
|τ | tend vers +∞ sont strictement positives (voir le chapitre 5), on de´duit que la borne
infe´rieure de τ 7→ s(B;α, τ) est atteinte pour α assez petit. On note τ(α) un minimiseur
de cette fonction. On a donc
s(B; α) = s(B;α, τ(α)) .
Puisque le bas du spectre essentiel de PA,Sα + VB, τ vaut 1 pour tout re´el τ , la valeur
s(B; α) correspond a` du spectre discret pour l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ(α) si α est assez
petit. De plus la majoration (24) montre que cette valeur propre est strictement infe´rieure
a` Θ0 de`s que α < 0.9972.
Dans la suite du chapitre nous e´tudions le cas particulier τ = 0 pour lequel la droite Υ est
confondue avec la bissectrice du secteur. Nous rappelons que (r, η) ∈ (0,+∞)× (−1
2
, 1
2
)
de´signe les coordonne´es polaires normalise´es du secteur Sα. Comme dans [Bon05], on
re´alise le changement de variable semi-classique t = αr
2
2
dans la forme quadratique
de´finie en (6.1). Nous de´veloppons le nouvel ope´rateur en puissances de α. En adaptant
les techniques de [Bon05], nous montrons une asymptotique a` tout ordre de la premie`re
paire propre de l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ . On a en particulier :
s(B;α, 0) =
α√
3
−
(
21b23 + 2
35
√
3
+
b21
20
√
3
)
α3 +O(α5) .
Le premier terme α√
3
ne de´pend pas de B et on retrouve le premier terme de l’asymp-
totique connue pour un champ tangent a` l’areˆte (B = (0, 0, 1)). On remarque que le
deuxie`me terme est croissant par rapport a` l’angle γ que fait le champ magne´tique avec
l’areˆte du die`dre. On construit un quasi-mode d’ordre 2, note´ uγ,1α , de la forme
uγ,1α (t, η) = e
− t
2
√
3
(
1 + α2P (t, η)
)
ou` P est un polynoˆme a` valeurs complexes explicite en t et η. On de´duit du the´ore`me
spectral que ce quasi-mode est proche du vecteur propre de l’ope´rateur PA,Sα + VB, 0.
Ces de´veloppements asymptotiques ge´ne´ralisent ceux de Bonnaillie-Noe¨l (correspondant
au cas γ = 0). On trouve que pour γ assez petit, le quasi-mode uγ,1α s’annule en un unique
point de la droite {η = 0} (c’est-a`-dire {x2 = 0} dans les coordonne´es carte´siennes).
Nous donnons une asymptotique des coordonne´es de ce point d’annulation quand α tend
vers 0.
Nous comparons le quasi-mode a` deux termes uγ,1α avec les vecteurs propres calcule´s
nume´riquement : nous calculons a` l’aide de la librairie d’e´le´ments finis MELINA les
paires propres de l’ope´rateur (−i∂x1 − x2 cos γ)2 + (−i∂x2)2 + x22 sin2 γ, (x1, x2) ∈ Sα
pour diffe´rentes valeurs de γ et de α. Nous constatons que le vecteur propre calcule´ par
e´le´ments finis a des points d’annulation sur la bissectrice du secteur {η = 0} pour α et γ
assez petits. Ils se distinguent clairement sur les simulations nume´riques comme e´tant des
singularite´s de la phase. Nous comparons le point d’annulation le plus proche de l’origine
avec le ze´ro du quasi-mode a` deux termes uγ,1α . Ces deux ze´ros coı¨ncident pour α dans un
certain re´gime : α doit eˆtre petit mais pas trop proche de 0.
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0.3.4 Quatrie`me partie : application aux lentilles magne´tiques
Dans cette partie nous appliquons nos re´sultats a` l’e´tude de l’ope´rateur de Schro¨din-
ger avec champ magne´tique semi-classique PA,Ω, h sur un domaine die´dral borne´ Ω de R3
d’un type particulier que nous appelons “lentille”. Nous faisons dans un premier temps
l’hypothe`se que le domaine Ω est convexe et posse`de une areˆte courbe Γ, dont nous sup-
posons l’angle d’ouverture constant et de valeur α. On fait l’hypothe`se que l’areˆte courbe
est contenue dans un plan note´ Π et de´termine un domaine ω ∈ Π re´gulier, de plus la
lentille est suppose´e syme´trique par rapport au plan Π. Un exemple en est un domaine
de´limite´ par deux portions de sphe`re accole´es l’une a` l’autre (cf la figure 8.1). Nous sup-
posons dans les sections 8.1 a` 8.3 que la lentille est soumise a` un champ magne´tique B
constant unitaire perpendiculaire au plan Π.
Pour un voisinage d’un point situe´ sur l’areˆte, le domaine mode`le associe´ est un die`dre
d’ouverture α soumis a` un champ magne´tique perpendiculaire a` son plan bissecteur. Dans
les coordonne´es locales qui permettent de se ramener au die`dre Dα le champ magne´tique
devient B˜ = (0, 1, 0). Nous notons ν(α) la valeur propre associe´e a` l’ope´rateur de Schro¨din-
ger magne´tique sur ce domaine mode`le. En reprenant les notations du chapitre 3, nous
avons
ν(α) = s(B˜;α) = inf
τ∈R
s(B˜;α, τ) .
Nous notons β(y) l’angle que fait le champ magne´tique B avec le bord de Ω en un point
y de ∂Ω en dehors de l’areˆte. Le domaine mode`le associe´ est un demi-espace soumis a` un
champ magne´tique faisant un angle β(y) avec le bord, et la valeur propre de l’ope´rateur
associe´ est σ1
(
β(y)
)
. Nous faisons l’hypothe`se que β(y) ∈ (pi−α
2
, pi
2
]. Comme la fonction
σ1(β) est croissante avec l’angle β, le bas du spectre de l’ope´rateur mode`le pre`s d’un
point du bord re´gulier est minore´ par σ1(pi−α2 ). Or on a montre´ au the´ore`me 5.4 que
lim inf
τ→±∞
s(B˜;α, τ) = σ1
(
pi−α
2
)
.
Ainsi comparer les proble`mes mode`les pre`s d’une partie re´gulie`re du bord et pre`s d’un
point de l’areˆte revient a` prouver infτ∈R s(B˜;α, τ) < lim infτ→±∞ s(B˜;α, τ). Les re´sultats
du chapitre 6 permettent d’affirmer que pour α assez petit, on a
ν(α) < σ1
(
pi − α
2
)
. (25)
Le the´ore`me 8.12 de´crit le comportement de la valeur propre λ(B; Ω, h) quand h tend
vers 0 : pour α ∈ (0, αm(B˜)), on a
λ(B; Ω, h) = hν(α) +O(h5/4) ,
ou` αm(B˜) est de´fini en (6.69), de plus le corollaire 6.34 fournit αm(B˜) > 1.2035. Par
contre, les hypothe`ses faites ne permettent pas de de´montrer une localisation plus pre´cise
pour les vecteurs propres. Notons que cette asymptotique montre que la premie`re valeur
propre λ(B; Ω, h) est plus e´leve´e dans ce cas la` que dans le cas d’un ouvert re´gulier (voir
le the´ore`me 0.3).
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Nous appliquons ensuite a` deux autres proble`mes les re´sultats obtenus dans l’e´tude
des proble`mes sur le die`dre. Dans la section 8.4, nous e´tudions une lentille dont l’angle
d’ouverture est variable. Nous supposons toujours que l’areˆte est contenue dans la plan
Π et que la lentille est syme´trique par rapport a` ce plan. Nous parame´trons l’areˆte Γ de
la lentille par une abscisse curviligne s ∈ I 7→ y(s) ∈ Γ, et nous notons α(s) l’angle
d’ouverture de l’areˆte en un point y(s) de Γ. Nous supposons que la fonction s 7→ α(s)
est re´gulie`re et nous notons α0 son maximum . Nous de´montrons (en collaboration avec
N.Raymond) que la fonction α 7→ ν(α) est de´croissante sur (0, pi). Nous faisons l’hy-
pothe`se suivante :
inf
s∈I
ν(α(s)) < inf
y∈∂Ω\Γ
σ1(β(y))
ou` β(y) est encore l’angle que fait le champ magne´tique avec le bord re´gulier de Ω en
un point y. Noter que cette hypothe`se est satisfaite si la lentille d’angle variable est une
petite perturbation d’une lentille d’angle fixe telle que (25) soit ve´rifie´e. En utilisant la
de´croissance de α 7→ ν(α), on obtient l’asymptotique suivante :
λ(B; Ω, h) = hν(α0) +O(h
5/4) .
Dans la section 8.5, nous revenons au cas d’une lentille d’angle d’ouverture fixe et
nous traitons le cas ou` le champ magne´tique est tangent au plan Π qui contient l’areˆte
Γ. Dans ce cas-la` l’ensemble des points ou` le champ magne´tique est tangent au bord
re´gulier de la lentille est non vide. Le bas du spectre de l’ope´rateur mode`le associe´ pre`s
de ces points vaut Θ0. Pour un point y ∈ Γ de l’areˆte, nous notons γ l’angle que fait le
champ magne´tique avec l’areˆte au point y. Le proble`me mode`le associe´ a` ce point y est un
die`dre d’angle α avec un champ magne´tique B˜ contenu dans le plan bissecteur du die`dre
et faisant un angle γ avec l’areˆte du die`dre et le bas du spectre de cet ope´rateur mode`le
est s(γ, pi
2
;α). Nous avons prouve´ au corollaire 7.7 que pour tout γ ∈ [0, pi
2
], la valeur
s(γ, pi
2
;α) est strictement infe´rieure a` Θ0 de`s que α < 0.9972. Nous montrons que pour
un champ magne´tique B contenu dans le plan de l’areˆte et pour un angle d’ouverture α
assez petit, la valeur propre λ(B; Ω, h) admet l’asymptotique suivante :
λ(B; Ω, h) = hκmin(α) +O(h5/4)
avec κmin(α) := infγ∈[0,pi
2
] s(γ,
pi
2
;α).
Ce re´sultat peut eˆtre compare´ a` l’asymptotique de la premie`re valeur propre de l’ope´rateur
avec champ magne´tique constant sur un ouvert re´gulier de R3 prouve´e dans [HM04] et
pre´sente´e dans le the´ore`me 0.3 : la premie`re valeur propre de l’ope´rateur sur la lentille
est infe´rieure a` celle correspondant au cas re´gulier pour ce choix du champ magne´tique et
pour α assez petit. De plus, dans le cas re´gulier ce sont des effets de courbure qui cre´ent
la localisation des vecteurs propres alors qu’ici on s’attend a` ce que les vecteurs propres
se localisent le long de l’areˆte. En nous appuyant sur les re´sultats du chapitre 7, nous
conjecturons que la localisation a lieu pre`s des points ou` le champ magne´tique est tangent
a` l’areˆte.
Nous donnons finalement un e´nonce´ pour un cas plus ge´ne´ral : e´tant donne´ un champ
magne´tiqueB unitaire constant, nous exhibons des conditions ge´ome´triques (voir le the´ore`-
me 8.19) sous lesquelles la premie`re valeur propre λ(B; Ω, h) est strictement infe´rieure a`
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hΘ0 pour h assez petit, autrement dit nous donnons des conditions suffisantes pour que
l’areˆte courbe ge´ne`re une valeur propre strictement infe´rieure a` la valeur correspondant
au cas re´gulier.
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0.4 Re´capitulatif des principaux ope´rateurs rencontre´s
Nous pre´sentons ici les ope´rateurs rencontre´s au long de cette the`se et plus ge´ne´rale-
ment dans l’e´tude de l’ope´rateur de Schro¨dinger semi-classique avec champ magne´tique.
Dans la table 1 nous pre´sentons les ope´rateurs en dimension 1 sur la droite et la demi-
droite. Dans la table 2 on trouve les ope´rateurs intervenant sur les domaines mode`les de
R2 que sont le demi-plan et et le secteur infini. Dans la table 3 nous donnons les notations
pour les ope´rateurs de Schro¨dinger magne´tique dans des ouverts de R3. Enfin la table
4 pre´sente les ope´rateurs dits “mode`les” : ce sont des ope´rateurs e´tudie´s en de´tails qui
interviennent dans l’e´tude de l’ope´rateur de Schro¨dinger magne´tique. Nous indiquons des
liens entre le bas du spectre de ces ope´rateurs mode`les et la constante fondamentale Θ0.
Notation Ope´rateur unidimen-
sionnel
Nom Domaine Forme qua-
dratique
Valeurs
propres
k ≥ 1
h −∂2t + t2 Oscillateur harmonique R q 2k−1
hNτ −∂2t + (t− τ)2 Ope´rateur de de Gennes R+ qNτ µNk (τ)
l −2∂tt∂t + 2t Ope´rateur de Laguerre R+ 4k−2
lτ −∂2ρ− 1ρ∂ρ+(ρ−τ)2 R+ muni du
poids ρ dρ
qτ ζk(τ)
TABLE 1 – Les ope´rateurs en dimension 1.
Notation Parame`tres Ope´rateur en dimension 2 Forme qua-
dratique
Bas du
spectre
Lθ θ ∈ [0, pi2 ] −∆ + (t cos θ − s sin θ)2,
(t, s) ∈ R2+
qθ σ1(θ)
PAS,Sα
rotAS = 1
α ∈ (0, pi) (−i∂x1 + x22 )2 + (−i∂x2 − x12 )2,
(x1, x2) ∈ Sα
µ(α)
PA,Sα + VB, τ
rotA = b3
B = (b1, b2)
B = (b1, b2, b3),
τ ∈ R, α ∈ (0, pi)
−(∇−iA)2+(x1b2−x2b1−τ)2,
(x1, x2) ∈ Sα
Qτ s(B;α, τ)
PA,Sα + VB, τ
A = 0
B = (0, 1)
τ ∈ R, α ∈ (0, pi) −∆ + (x1 − τ)2, (x1, x2) ∈ Sα Qτ ν(α, τ)
TABLE 2 – Les ope´rateurs en dimension 2.
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Notation Ope´rateur en dimension 3 Domaine Bas du spectre
PA,Ω, h −(h∇− iA)2 Ω λ(B; Ω, h)
PA,Ω −(∇− iA)2 Ω λ(B; Ω)
PA,Dα −(∇− iA)2 Dα s(B;α)
TABLE 3 – Les ope´rateurs en dimension 3.
Ope´rateur
mode`le
Domaine Premie`re
paire propre
Lien avec Θ0 Spectre
essentiel
hNτ (cf. table 1) R+ (µN1 (τ), uNτ ) inf µN1 (τ) = Θ0 ∅
lτ (cf. table 1) R+ muni du
poids ρdρ
(ζ1(τ), zτ ) inf ζ1(τ) = Ξ0 > Θ0 ∅
Lθ (cf. table 2) R2+ (σ1(θ), uθ) limθ→0 σ1(θ) = Θ0 [1,+∞)
PAS,Sα
rotAS = 1
(cf. table 2)
Sα (µ(α), Uα) µ(pi) = Θ0 [Θ0,+∞)
TABLE 4 – Ope´rateurs mode`les sur la demi-droite, le demi-plan et le secteur, leur
premie`re paire propre ainsi que leurs liens avec la constante Θ0.
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Rappels de the´orie spectrale
25
26 CHAPITRE 0. INTRODUCTION
Chapitre A
Rappels sur le bas du spectre d’un
ope´rateur auto-adjoint
Dans ce qui suit H de´signera un espace de Hilbert. Si P est un ope´rateur auto-adjoint,
nous noterons S(P ) son spectre et Sess(P ) son spectre essentiel. Le bas du spectre
d’un ope´rateur P est de´fini comme la borne infe´rieure de S(P ). Nous rappelons ici des
re´sultats sur un ope´rateur auto-adjoint permettant de faire des estimations sur le bas de son
spectre. Ces estimations permettent e´galement de prouver l’existence de valeurs propres
pour un ope´rateur dans un intervalle donne´.
Le principe du min-max permet de relier les quotients de Rayleigh d’un ope´rateur auto-
adjoint avec ses plus petites valeurs propres (voir [RS78, Theore`me XIII.1], [Sch91, p.
75]) :
Proposition A.1 (Principe du min-max). Soit P un ope´rateur auto-adjoint borne´ infe´rieure-
ment, q sa forme quadratique et Dom(q) son domaine de forme. De´finissons le n-ie`me
quotient de Rayleigh comme
µn = sup
Ψ1,...,Ψn−1∈Dom(q)
inf
Ψ∈[Ψ1,...,Ψn−1]⊥
Ψ∈Dom(q)\{0}
q(Ψ)
‖Ψ‖2H
= inf
Ψ1,...,Ψn∈Dom(q)
sup
Ψ∈[Ψ1,...,Ψn]
q(Ψ)
‖Ψ‖2H
.
(A.1)
Alors a` n fixe´, on a l’alternative (a) ou (b) :
(a) L’ope´rateur P a au moins n valeurs propres (compte´es avec multiplicite´) sous son
spectre essentiel et µn est la n-ie`me valeur propre compte´e avec multiplicite´ ;
(b) µn est le bas du spectre essentiel de P et dans ce cas µn = µn+1 = ... et P a au
plus n− 1 valeurs propres (compte´es avec multiplicite´) sous µn.
Les fonctions que nous construirons pour minimiser les quotients de Rayleigh se-
ront appele´s des ”quasi-modes”. Il est a` remarquer que ces fonctions n’ont pas besoin
d’eˆtre dans le domaine de l’ope´rateur, mais seulement dans son domaine de forme. Le
the´ore`me suivant donne une estimation plus pre´cise si la fonction test est dans le domaine
de l’ope´rateur :
The´ore`me A.2 (The´ore`me spectral). Soit P un ope´rateur auto-adjoint borne´ infe´rieurement
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et soit Dom(P ) ⊂ H son domaine. Soit S(P ) son spectre. Alors on a
∀λ ∈ R, ∀ψ ∈ Dom(P ), dist (λ,S(P )) ≤ ‖(P − λ)ψ‖H‖ψ‖H . (A.2)
L’ine´galite´ de Temple permet d’eˆtre plus pre´cis si l’on connaıˆt un e´cart entre des va-
leurs propres (voir [Har80] par exemple) :
Proposition A.3 (Ine´galite´ de Temple). Soit P un ope´rateur auto-adjoint et soit q sa forme
quadratique. Soit ψ ∈ Dom(P ) une fonction normalise´e. Soit η = q(ψ) son e´nergie et
 = ‖(P − η)ψ‖H . Supposons que λ soit la seule valeur propre de P dans l’intervalle
I := (α, β). Si 2 < (β − η)(η − α), alors on a
η − 
2
β − η < λ < η +
2
η − α . (A.3)
Pour une valeur propre donne´e, nous aurons besoin d’informations sur la re´gularite´ du
vecteur propre associe´. Le re´sultat ge´ne´ral suivant re´pond a` la question quand le domaine
est convexe (voir par exemple [Gri76]) :
Proposition A.4 (Re´gularite´ elliptique dans les domaines convexes). Soit P un ope´rateur
diffe´rentiel autoadjoint d’ordre 2 dont le symbole principale est elliptique. Nous faisons
l’hypothe`se que Ω est convexe. Alors les vecteurs propres de P sont dans H2loc(Ω).
Nous serons amene´s a` conside´rer des ope´rateurs a` parame`tres, en particulier nous al-
lons e´tudier la de´pendance des valeurs propres par rapport aux parame`tres. La proposition
suivante de´crit la re´gularite´ du bas du spectre, elle est issue de [IZ88], la me´thode est une
variante de la me´thode de Grushin ([Gru72]), aussi appele´e “projection de Feshbach”.
Proposition A.5 (Formule de Feynman-Hellmann). Soit (P (ζ))ζ ∈ R une famille d’ope´rateurs
autoadjoints sur un espace de Hilbert dont le domaine ne de´pend pas de ζ . Nous sup-
posons que cette famille est diffe´rentiable par rapport au parame`tre ζ et nous notons
∂ζP (ζ) sa diffe´rentielle. Nous notons µ(ζ) le bas du spectre de P (ζ). Nous supposons
qu’en ζ0 ∈ R, µ(ζ0) est une valeur propre simple de P (ζ0), et nous notons uζ0 un vecteur
propre associe´. Alors il existe η > 0 tel que pour tout ζ ∈ (ζ0 − η, ζ0 + η) et pour tout
µ ∈ (µ(ζ0)− η, µ(ζ0) + η) :
µ ∈S (P (ζ)) ⇐⇒ µ = µ(ζ) ,
ou` µ ∈ C∞((ζ0− η, ζ0 + η)) est une fonction. Le vecteur propre associe´ uζ est e´galement
re´gulier dans un voisinage de ζ0. On a de plus la formule de Feynman-Hellmann :
µ′(ζ0) = 〈uζ0 , ∂ζP (ζ0)uζ0〉 . (A.4)
Chapitre B
Rappels sur l’ope´rateur de Schro¨dinger
avec champ magne´tique
B.1 De´finition de l’ope´rateur en dimension 3
Soit Ω un ouvert lipschitzien simplement connexe inclus dans R3 et B un champ
magne´tique. Soit A un potentiel vecteur (appele´ potentiel magne´tique) ve´rifiant B =
rotA. Nous de´finissons la forme quadratique
QA(u) =
∫
Ω
|(∇− iA)u|2
sur le domaine
H1A(Ω) = {u ∈ L2(Ω), (∇− iA)u ∈ L2(Ω)} . (B.1)
Nous notons∇A := ∇−iA le gradient magne´tique. La re´alisation de Neumann magne´tique
de l’ope´rateur de Schro¨dinger avec champ magne´tique sur le domaine Ω est de´finie comme
l’extension de Friedrichs de cette forme quadratique. On le note
PA,Ω = −(∇− iA)2 =
n∑
j=1
(Dj − Aj)2 , (B.2)
ou` Dj = 1i ∂j est l’ope´rateur autoadjoint de de´rive´e partielle et Aj est la j-ie`me compo-
sante du potentiel magne´tique A. Le domaine de cet ope´rateur est
Dom(PA,Ω) := {u ∈ H1A(Ω),∇2Au ∈ L2(Ω),n · ∇Au|∂Ω = 0} (B.3)
ou` n est la normale unitaire exte´rieure a` ∂Ω, de´finie presque partout si le bord est lipschit-
zien.
Un premier exemple de re´duction de dimension
Nous allons voir sur un premier exemple comment l’e´tude spectrale de l’ope´rateur
PA,Ω peut se ramener a` l’e´tude d’un ope´rateur du meˆme type sur un domaine de dimension
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2. Nous notons (s, t, z) ∈ R3 les coordonne´es carte´siennes de l’espace. Nous supposons
que Ω ⊂ R3 est un ouvert non borne´ invariant par translation selon l’axe {z}. Nous notons
Ω = ω×R ou` ω ⊂ R2 est la section de Ω. Nous faisons l’hypothe`se queA est de la forme
A = (a1(s, t), a2(s, t), 0)
ou` a1 et a2 sont deux fonctions a` valeurs re´elles de´finies sur ω. On a
B = rotA = (0, 0, ∂sa1(s, t)− ∂ta2(s, t)) :
cette situation correspond a` un champ magne´tique B supporte´ par l’axe {z} et dont l’in-
tensite´ ne de´pend pas de la variable z. L’ope´rateur s’e´crit alors
PA,Ω = (Ds − a1(s, t))2 + (Dt − a2(s, t))2 +D2z .
On rappelle que l’on cherche a` de´terminer le bas du spectre λ(B; Ω) de cet ope´rateur.
Puisque le domaine est invariant selon l’axe {z}, on peut re´aliser une transformation de
Fourier partielle par rapport a` la variable z et l’ope´rateur se de´compose en somme directe
(voir [RS78]) :
PA,Ω =
∫ ⊕
τ∈R
(Ds − a1(s, t))2 + (Dt − a2(s, t))2 + τ 2 dτ .
Ainsi pour e´tudier le bas du spectre de l’ope´rateur PA,Ω, nous devons e´tudier le spectre de
l’ope´rateur (Ds−a1(s, t))2 +(Dt−a2(s, t))2 agissant sur des fonctions de ω (on rappelle
que ω est la section de Ω par le plan {z = 0}). Introduisons le potentiel magne´tique en
dimension 2 :
A : ω 7→ R2
(s, t) 7→ (a1(s, t), a2(s, t)) .
On peut alors de´finir PA, ω comme la re´alisation de Neumann de (Ds− a1(s, t))2 + (Dt−
a2(s, t))
2 sur la section ω. Lorsque B = (0, 0, 1), on a alors un lien entre l’ope´rateur en
dimension 3 et l’ope´rateur re´duit sur ω :
λ(B; Ω) = λ(ω)
ou` λ(ω) de´signe le bas du spectre de l’ope´rateur PA, ω. Remarquons qu’on peut encore
de´finir le rotationnel de A, mais il s’agit maintenant d’un champ scalaire. Nous le notons
rotA. Lorsque qu’il n’y aura pas d’ambiguı¨te´, nous ferons l’amalgame entre rotA et
(0, 0, rotA).
Remarque B.1. A l’inverse, si A est un potentiel vecteur de´fini sur ω ⊂ R2 a` valeurs
dans R2, l’e´tude du spectre de l’ope´rateur PA, ω permet de connaıˆtre le bas du spectre de
l’ope´rateur PA,Ω avec Ω = ω × R et A = (A, 0). Le champ magne´tique correspondant
est donne´ par B = (0, 0, rotA).
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B.2 L’ope´rateur avec champ e´lectrique
Dans l’exemple pre´ce´dent, une des coordonne´es du potentiel magne´tique e´tait nulle
par hypothe`se. Dans les cas que nous e´tudierons, ceci ne sera pas toujours vrai, et nous
serons amene´s a` regarder des ope´rateurs de Schro¨dinger magne´tiques avec un potentiel V
(que nous appellerons “potentiel e´lectrique”) sur des domaines de dimension 2.
De´finissons maintenant l’ope´rateur de Schro¨dinger magne´tique avec potentiel e´lectrique.
Soit Ω un ouvert a` bord lipschitzien de R2 et V un potentiel e´lectrique positif sur Ω.
Comme dans la section pre´ce´dente, nous partons de la forme quadratique
QA,V (u) :=
∫
Ω
|∇Au|2 + |V u|2
de´finie sur le domaine de forme
H1A,V (Ω) = {u ∈ L2(Ω),∇Au ∈ L2(Ω),
√
V u ∈ L2(Ω)} . (B.4)
La forme quadratique induit une norme sur ce domaine, c’est pourquoi nous noterons
aussi :
‖u‖2H1A, V := QA,V (u) .
Comme en dimension 3, son extension est la re´alisation de Neumann de
PA,Ω + V = −(∇− iA)2 + V . (B.5)
Dans le cas particulier ou` A = 0, nous sommes ramene´s a` la re´alisation de Neumann de
l’ope´rateur de Schro¨dinger avec potentiel e´lectrique. Nous le notons−∆+V . La premie`re
partie de ce travail est consacre´e a` des ope´rateurs de ce type en dimension 1 et 2. Comme
nous l’avons vu dans le premier exemple de re´duction de dimension, il se pourra aussi que
le champ e´lectrique V soit nul. Dans ce cas on note simplement PA,Ω l’ope´rateur.
B.3 Transformations unitaires sur l’ope´rateur et change-
ment de variables
Nous rappelons des proprie´te´s de stabilite´ du spectre de l’ope´rateur PA,Ω+V . On com-
mence par une proprie´te´ fondamentale qui de´crit la de´pendance du spectre de l’ope´rateur
PA,Ω + V par rapport au potentiel magne´tique A :
Proposition B.2 (Changement de jauge). Soit φ ∈ H2(Ω). Alors les ope´rateurs PA+∇φ,Ω+
V et PA,Ω + V sont unitairement e´quivalents et ont donc le meˆme spectre. De plus u est
un vecteur propre pour PA,Ω + V si et seulement si eiφu est un vecteur propre pour
PA+∇φ,Ω + V , et les valeurs propres associe´es sont identiques.
Ainsi si A1 et A2 sont deux potentiels magne´tiques re´guliers ve´rifiant rotA1 =
rotA2, puisque Ω est simplement connexe, on sait qu’il existe φ ∈ H2loc(Ω) tel que
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A1−A2 = ∇φ, et les ope´rateurs PA1,Ω +V et PA2,Ω +V sont unitairement e´quivalents.
On peut re´sumer cette proprie´te´ dans l’assertion suivante : si Ω et V sont fixe´s, le spectre
de l’ope´rateur PA,Ω +V ne de´pend que du champ magne´tique B := rotA. On remarque
cependant que les vecteurs propres associe´s de´pendent du choix du potentiel magne´tique
A.
Re´ciproquement, e´tant donne´ un champ magne´tique B de´fini sur Ω, on peut choisir un
potentiel magne´tique vecteur A ve´rifiant B = rotA et de´finir l’ope´rateur de Schro¨din-
ger avec champ magne´tique associe´ au potentiel magne´tique comme e´tant PA,Ω + V (le
potentiel e´lectrique V est suppose´ fixe´). La proposition nous dit bien que le spectre ne
de´pend pas du choix du repre´sentant A tant que celui-ci ve´rifie rotA = B. On appellera
“changement de jauge” l’action de changer ce repre´sentant parmi une certaine classe de
potentiels magne´tiques qui sera pre´cise´e plus tard : on obtient alors un nouvel ope´rateur
unitairement e´quivalent.
On s’attend a` ce que le spectre de l’ope´rateur PA,Ω ne de´pende que de la ge´ome´trie de
Ω et du champ magne´tique. On a ainsi :
Proposition B.3. Soit t un vecteur et Ωt le domaine de´duit de Ω par translation de vecteur
t. Alors les ope´rateurs PA,Ω et PA,Ωt sont unitairement e´quivalents. De plus, x 7→ u(x)
est un vecteur propre de PA,Ω si et seulement si
ut : x 7→ eiB2 x∧tu(x− t)
est un vecteur propre de PA,Ωt .
En dimension deux, le bas du spectre d’un ope´rateur de Schro¨dinger magne´tique est
invariant par rotation :
Proposition B.4. Soit Ω ⊂ R2 un domaine plan et A un potentiel magne´tique plan tel
que rotA est un scalaire constant. Soit R une rotation du plan. Alors les ope´rateurs PA,Ω
et PA, R(Ω) sont unitairement e´quivalents.
On a une proprie´te´ remarquable qui est inde´pendante de l’ouvert Ω :
Proposition B.5. Les ope´rateurs PA,Ω + V et P−A,Ω + V sont unitairement e´quivalents.
De plus u est un vecteur propre de PA,Ω + V si et seulement si u est un vecteur propre de
P−A,Ω + V , ou` u de´signe le conjugue´ de u.
Preuve : On constate que puisque V et A sont re´els, on a PA,Ω + V = P−A,Ω + V .
En notant C la conjugaison complexe :
C : u ∈ Dom(PA,Ω + V ) 7−→ u ,
on a
C ◦ (PA,Ω + V ) ◦ C = P−A,Ω + V .
Puisque C2 = Id, C est unitaire et on a le re´sultat. 
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B.4 Formules de localisation
Nous pre´sentons dans cette section des formules de localisations (aussi appele´es for-
mules “IMS”) pour des ope´rateurs de Schro¨dinger pre´sente´s dans les sections pre´ce´dentes
(ces identite´s sont valables en dimension 2 ou 3). Ces formules sont a` la base d’estimations
de quasi-modes construits en tronquant une fonction de´finie sur un sous-domaine de Ω.
Les formules du type “partition de l’unite´” sont utilise´es pour de´montrer des minorations
de valeurs propres connaissant le spectre d’un ope´rateur sur des domaines mode`les. Ces
formules IMS permettent aussi de montrer des estimations de concentrations appele´es
“estimations d’Agmon” pour les fonctions propres d’un ope´rateur de Schro¨dinger (voir
[Agm82]). On pourra retrouver certaines de ces formules dans [CFKS87] et [FH10] et
les voir appliquer pour des estimations semi-classiques dans [HS84] ou [Ray09b] par
exemple.
Proposition B.6. Soit u ∈ Dom(PA,Ω + V ) une fonction du domaine de l’ope´rateur et χ
une fonction a` valeurs re´elles de´finie sur Ω telle que χu ∈ H1A,V (Ω) et χ2u ∈ H1A,V (Ω).
Alors on a
Re〈(PA,Ω + V )u, χ2u〉L2(Ω) = QA,V (χu)− ‖|∇χ|u‖2L2(Ω) . (B.6)
Preuve : Nous prouvons l’identite´ pour le cas particulier ou` V = 0. La preuve s’adapte
pour le cas d’un potentiel e´lectrique V non nul. On a par la formule de Green-Riemann :
〈PA,Ωu, χ2u〉L2(Ω) =
∫
Ω
(−i∇−A)u(−i∇−A)(χ2u) +
∫
∂Ω
χ2u(−i∇−A)u.n
ou` n est la normale exte´rieure au bord de Ω. Cette normale est de´finie presque partout
si ∂Ω est lipschitzien. Le terme de bord est nul puisqu’on a suppose´ que u e´tait dans le
domaine et ve´rifiait la condition de Neumann magne´tique. Nous avons les relations de
commutations suivantes :
(−i∇−A)(χ2u) = χ(−i∇−A)(χu)− iχu∇χ
et
χ(−i∇−A)u = (−i∇−A)(χu) + iu∇χ .
On a ainsi
〈PA,Ωu, χ2u〉L2(Ω) =
∫
Ω
(−i∇−A)u · χ(−i∇−A)(χu)− iχu∇χ
=
∫
Ω
χ(−i∇−A)u · (−i∇−A)(χu)− iχu∇χ
=
∫
Ω
(
(−i∇−A)(χu) + iu∇χ) · ((−i∇−A)(χu)− iu∇χ)
= QA,0(χu)− ‖|∇χ|u‖2L2(Ω) + 2iRe
(∫
Ω
∇χu · (−i∇−A)u
)
.
On prend la partie re´elle de cette identite´ et le terme 2iRe
(∫
Ω
∇χu · (−i∇−A)u) dis-
paraıˆt. On en de´duit l’identite´ annonce´e. 
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Lorsque u est une fonction propre associe´e a` la valeur propre σ pour l’ope´rateur PA,Ω+V
et que Φ est une fonction bien choisie, la formule IMS de´montre´e permet d’estimer
l’e´nergie de la fonction eΦu. La proposition suivante sera utile pour montrer que eΦu ∈
L2(Ω) :
Corollaire B.7. Soit Φ une fonction borne´e et uniforme´ment lipschitzienne sur Ω et soit
(σ, u) une paire propre de l’ope´rateur PA,Ω + V . Alors on a
QA,V (eΦu) =
∫
Ω
(
σ + |∇Φ|2) e2Φ|u|2 . (B.7)
Nous aurons e´galement besoin de re´aliser des partitions de l’unite´ et d’estimer l’e´nergie
des fonctions tronque´es :
Corollaire B.8. Soit (χi)i une partition finie de l’unite´ ve´rifiant
∑
i χ
2
i = 1, on suppose
aussi que ∀i, χi ∈ C∞0 (Ω). Alors on a
∀u ∈ H1A,V (Ω),
∑
i
QA,V (χiu) = QA,V (u) +
∫
Ω
∑
i
|∇χi|2|u|2. (B.8)
B.5 Caracte´risation du spectre essentiel
Les propositions du chapitre pre´ce´dent permettent d’obtenir des estimations sur le
bas du spectre d’un ope´rateur autoadjoint. Pour mieux localiser les valeurs propres, il est
utile de connaıˆtre le spectre essentiel de l’ope´rateur. Soit Ω un ouvert non borne´ de Rn et
H = L2(Ω). Le re´sultat suivant provient des travaux de [Per60] et [Agm85] et utilise le
crite`re de Weyl . On pourra trouver une preuve dans [FH10, Annexe B]. Soit Br la boule
ouverte de centre 0 et de rayon r et {Br son comple´mentaire. On introduit les restrictions
a` Ω de fonctions infiniment de´rivables a` support compact hors de la boule Br.
Kr(Ω) = C∞0 (Ω ∩ {Br) . (B.9)
On de´finit pour r > 0
Σ(PA,Ω + V, r) := inf
u∈Kr(Ω)
{QA,V (u), ‖u‖L2(Ω) = 1} (B.10)
= inf
u∈Kr(Ω)
{
∫
Ω
|∇Au|2 + |V u|2, ‖u‖L2(Ω) = 1} . (B.11)
On a que r → Σ(PA,Ω + V, r) est croissante sur (0,+∞). Nous notons Σ(PA,Ω + V ) ∈
(0,+∞] sa limite quand r →∞.
The´ore`me B.9 (Lemme de Persson). On a
Σ(PA,Ω + V ) = infSess(PA,Ω + V ) . (B.12)
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B.6 Ope´rateurs mode`les pour l’espace et le demi-espace
Nous e´tudions dans cette section le bas du spectre de la re´alisation de Neumann de
l’ope´rateur de Schro¨dinger avec champ magne´tique constant unitaire et sans potentiel
e´lectrique sur deux domaines mode`les : l’espace R3 et le demi-espace R3+. Comprendre
ces deux cas est le premier pas pour de´crire le spectre de l’ope´rateur de Schro¨dinger semi-
classique avec champ magne´tique constant dans un ouvert re´gulier borne´ en dimension 3
(voir [HM04]).
B.6.1 Le cas de l’espace
Nous cherchons le spectre de l’ope´rateur de Schro¨dinger avec champ magne´tique
constant unitaire dans l’espace R3. Les coordonne´es carte´siennes seront note´es (s, t, z).
Quitte a` effectuer une rotation puis un changement de jauge, on prend le potentiel vecteur
e´gal a` A0(s, t, z) = (0, 0, t) de sorte que
rotA0 = (1, 0, 0) .
L’ope´rateur s’e´crit alors
PA0,R3 = D
2
s +D
2
t + (Dz − t)2 .
Nous re´alisons des transformations de Fourier partielles par rapport aux variables s et z et
l’ope´rateur s’e´crit sous la forme d’une inte´grale directe :
PA0,R3 =
∫ ⊕
(ξ1,ξ3)∈R2
D2t + (ξ3 − t)2 + ξ21 dξ1 dξ3 . (B.13)
L’oscillateur harmonique
Introduisons maintenant un ope´rateur mode`le unidimensionnel important : l’oscilla-
teur harmonique. Soit I ⊂ R un intervalle re´el non borne´. De´finissons
Bk(I) := {u ∈ L2(I), tpu(q) ∈ L2(I), ∀(p, q) | 0 ≤ p+ q ≤ k} . (B.14)
L’oscillateur harmonique sur R est de´fini comme l’ope´rateur
h = D2t + t
2 (B.15)
sur le domaine Dom(h) = B2(R). Cet ope´rateur est un ope´rateur positif a` re´solvante
compacte et son spectre est constitue´ de valeurs propres simples :
S(h) = {2k − 1, k ∈ N∗} . (B.16)
Les vecteurs propres associe´s sont les fonctions d’Hermite que nous notons ψk (avec
la convention que les ψk sont normalise´es et que ψ1 correspond a` la premie`re fonction
d’Hermite). Elles ve´rifient donc l’e´quation d’Hermite
∀k ≥ 1, −ψ′′k(t) + t2ψk(t) = (2k − 1)ψk(t), t ∈ R . (B.17)
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On a plus pre´cise´ment
ψ1(t) = pi
−1/4e−t
2/2 .
Revenons a` l’ope´rateur de Schro¨dinger magne´tique sur R3. On a en effectuant une trans-
lation dans (B.13) que
PA0,R3 =
∫ ⊕
(ξ1,ξ3)∈R2
h+ ξ21 dξ1 dξ3 .
En utilisant (B.16), on a le re´sultat classique suivant :
Proposition B.10. Le spectre de l’ope´rateur de Schro¨dinger avec champ magne´tique
constant unitaire sur l’espace R3 vaut [1,+∞).
B.6.2 Le cas du demi-espace
Dans le cas ou` Ω = R3+, avec R3+ := {(s, t, z) ∈ R × R+ × R}, l’e´tude va de´pendre
de l’orientation du champ magne´tique. Soit n = (0, 1, 0) la normale rentrante au bord du
demi-espace. Nous supposons que le champ magne´tique fait un angle θ avec le bord du
demi-espace, c’est-a`-dire que
Bθ · n = sin θ . (B.18)
Quitte a` changer les axes en effectuant une rotation autour de n, on peut faire l’hypothe`se
que le champ magne´tique s’e´crit
Bθ = (cos θ, sin θ, 0) .
On choisit comme potentiel magne´tique le potentiel vecteur
Aθ = (0, 0, t cos θ − s sin θ) . (B.19)
L’ope´rateur de Schro¨dinger avec champ magne´tique s’e´crit
PAθ,R3+ = D
2
s +D
2
t + (Dz + s sin θ − t cos θ)2 .
Nous de´finissons
σ(θ) := infS
(
PAθ,R3+
)
, (B.20)
c’est-a`-dire σ(θ) = λ(Bθ;R3+). Par des conside´rations de syme´tries (voir [HM04]), on
montre qu’il suffit de traiter le cas θ ∈ [0, pi
2
]. En effectuant une transformation de Fourier
partielle dans la variable z, on a la de´composition en inte´grale directe de l’ope´rateur :
PAθ,R3+ =
∫ ⊕
τ∈R
Hθ,τ dτ , (B.21)
avecHθ, τ l’ope´rateur de´fini comme la re´alisation de Neumann de
Hθ, τ := D2s +D2t + (τ + s sin θ − t cos θ)2 (B.22)
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sur le demi-espace R2+ := {(s, t) ∈ R×R+}. Il s’agit d’un ope´rateur de Schro¨dinger avec
champ e´lectrique, nous avons plus pre´cise´ment avec la notation (B.5) :
Hθ, τ = P0,R2+ + V = −∆ + V
avec le potentiel e´lectrique V (s, t) = (τ + s sin θ− t cos θ)2. Nous re´e´crivons le domaine
de´fini en (B.3) (qui ne de´pend pas de τ ici ) :
Dom(Hθ, τ ) = {u ∈ H2(R2+), |s sin θ − t cos θ|2u ∈ L2(R2+),n · ∇u|t=0 = 0}
avec n = (0, 1) la normale rentrante au bord de R2+.
Le cas d’un champ tangent au bord
Si θ = 0, c’est-a`-dire si le champ magne´tique Bθ est tangent au bord du demi-espace,
alors on re´alise une nouvelle transforme´e de Fourier partielle par rapport a` s :
H0,τ =
∫ ⊕
ξ1∈R
ξ21 +D
2
t + (τ − t)2 dξ1 . (B.23)
Pour poursuivre l’e´tude du bas du spectre, nous introduisons la famille d’ope´rateurs de
De Gennes. Il s’agit de la re´alisation de Neumann de
hNτ := D
2
t + (τ − t)2, t ≥ 0 . (B.24)
Nous pre´cisons son domaine :
Dom(hNτ ) = {u ∈ B2(R+) |u′(0) = 0 } ,
ou` B2(R+) est de´fini en (B.14). Notons qu’en effectuant une translation, on constate que
hNτ est unitairement e´quivalent a` la re´alisation de Neumann de l’oscillateur harmonique
sur le demi-axe [−τ,+∞). Cette famille d’ope´rateurs sera e´tudie´e plus en de´tails dans le
chapitre 1. Nous notons µN1 (τ) le bas du spectre de h
N
τ . Un re´sultat fondamental est le
suivant :
inf
τ
µN1 (τ) = Θ0 (B.25)
ou` Θ0 ' 0.590106 est une constante universelle. Lorsque le champ est tangent au bord du
demi-espace, on a donc en utilisant (B.21), (B.23) et (B.25) :
S(PA0,R3+) = [Θ0,+∞) . (B.26)
et donc
σ(0) = Θ0 . (B.27)
Le cas d’un champ non tangent au bord
Dans le cas ou` θ ∈ (0, pi
2
], on re´alise la translation τ + s sin θ → s sin θ qui montre
que l’ope´rateur Hθ,τ est unitairement e´quivalent a` Hθ,0. Nous introduisons le potentiel
e´lectrique
Vθ(s, t) = (s sin θ − t cos θ)2 .
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Nous nous sommes ramene´s a` e´tudier l’ope´rateur (avec condition de Neumann) :
Lθ : = Hθ,0
= P0,R2+ + Vθ
= −∆ + (s sin θ − t cos θ)2 .
On a donc pour θ ∈ (0, pi
2
] :
σ(θ) = infS (Lθ) (B.28)
ou` σ(θ) est de´fini en (B.20). Il est de´montre´ dans [LP00a] et [HM04] que
∀θ ∈
(
0,
pi
2
)
, Θ0 < σ(θ) < 1
et que σ(θ) est une valeur propre simple deLθ pour θ ∈ (0, pi2 ). On a donc que σ(θ) est une
valeur propre de muliplicite´ infinie de PAθ,R3+ . Nous e´tudierons plus en de´tails l’ope´rateur
Lθ pour θ ∈ (0, pi2 ) dans le chapitre 2.
Chapitre C
Calculs du bas du spectre par e´le´ments
finis
Nous pre´sentons dans ce chapitre des e´le´ments des me´thodes nume´riques que nous
allons utiliser pour calculer le bas du spectre des ope´rateurs de Schro¨dinger rencontre´s.
Les calculs par e´le´ments finis sont tous re´alise´s a` l’aide de la librairie d’e´le´ments finis
MELINA (voir [Mar10]). Les paires propres sont post-traite´s avec Matlab, qui permet en
particulier de repre´senter les vecteurs propres sur le maillage utilise´.
C.1 Choix du maillage
Nous de´crivons ici les maillages que nous utiliserons pour mode´liser le secteur d’angle
α :
Sα =
{
|x2| < x1 tan α
2
}
.
On distinguera deux types de maillages : les maillages dits en “losange” et ceux dits “en
triangle”. Ils sont obtenus a` partir de maillages mode`les auxquels nous faisons subir une
dilatation selon un des axes de coordonne´es.
Pour obtenir un maillage en losange, nous partons d’un maillage tensoriel carre´ a` N
couches de coˆte´ L. Ce carre´ a une de ses diagonales supporte´e par l’axe {x2 = 0}, nous
supposons de plus que le maillage est re´gulier. Nous re´alisons une dilatation selon l’axe
{x1 = 0} en utilisant le changement d’e´chelle suivant :X1 = x1X2 = x2 tan α
2
Nous obtenons un losange d’ouverture α. Nous le notons Los(N,L, α). La longueur de la
diagonale du losange supporte´e par l’axe {x2 = 0} vaut alors
√
2L.
Sur la figure C.1, nous montrons la structure carre´e initiale dont les coˆte´s sont de
longueur L = 15. Ce maillage est compose´ de N = 10 couches. Sur la figure C.2 nous
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avons re´alise´ la dilatation de´crite ci-dessus pour α = pi
5
et nous obtenons le maillage
Los(10, 15, pi
5
).
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FIGURE C.1 – Maillage carre´ initial de coˆte´ L = 15 compose´ de 10 couches.
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FIGURE C.2 – Le maillage Los(10, 15, pi
5
).
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Pour discre´tiser Sα, nous utiliserons aussi des maillages triangulaires. Le triangle
mode`le est un triangle isoce`le dont la hauteur me´diane a une longueur L. Le maillage
est re´gulier et compose´ d’un nombre N de colonnes. Le nombre de nœuds pre´sents sur
l’axe {x2 = 0} vaut alors N + 1. Sur la figure C.3(a), nous repre´sentons cette structure
mode`le pour N = 6 et L = 15. Sur la figure C.3(b) nous repre´sentons Tri(6, 15, pi
5
).
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(a) Maillage triangulaire initial de hauteur
me´diane 15 compose´ de 6 colonnes.
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15
(b) Le maillage Tri(6, 15, pi5 ).
FIGURE C.3 – Maillages triangulaires.
De manie`re ge´ne´rale nous utiliserons un maillage en losange pour calculer le bas du
spectre d’un ope´rateur de Schro¨dinger sur le domaine Sα lorsque les vecteurs propres
associe´s “s’e´talent” le long de la bissectrice du secteur. A l’inverse si les vecteurs propres
sont concentre´s dans le coin du secteur, nous choisirons de mode´liser le secteur Sα par un
maillage triangulaire.
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C.2 Repre´sentation de la phase
Nous serons amene´s a` repre´senter des vecteurs propres d’ope´rateurs de Schro¨dinger
avec champ magne´tique de´finis sur un domaine Ω. Ces fonctions sont a` valeurs complexes
et nous discutons ici de la manie`re de repre´senter leur phase. Un premier choix est de
repre´senter la phase entre −pi et pi de la fonction. Nous donnons un exemple sur la figure
4.7(a). Nous constatons que cette repre´sentation ne rend pas bien compte des oscillations
a` cause des discontinuite´s pre´sentes lorsque la phase “saute” de −pi a` pi.
Nous utiliserons la repre´sentation issue de [BNDMV07] : nous trac¸ons la phase modulo
pi des vecteurs propres en repre´sentant pour un vecteur propre u la quantite´
φ(x1, x2) := arcsin
(
Im
(
u(x1, x2)
)
|u(x1, x2)|
)
. (C.1)
Un exemple est donne´ sur la figure C.4.
(a) Phase (b) Phase modulo pi selon la formule (C.1)
FIGURE C.4 – Deux repre´sentations de la phase d’une fonction.
Premie`re partie
Ope´rateurs mode`les de Schro¨dinger sur
la demi-droite et le demi-plan
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Chapitre 1
Etude d’ope´rateurs de Schro¨dinger avec
des potentiels singuliers en dimension 1
Nous e´tudions dans ce chapitre des familles d’ope´rateurs mode`les a` parame`tres sur des
intervalles re´els. Dans un premier temps nous rappelons des faits connus sur le spectre de
l’ope´rateur de de Gennes de´fini comme la re´alisation de Neumann sur R+ de
−∂2t + (t− τ)2 .
Nous introduisons dans la section 1.2 la re´alisation de Dirichlet associe´e a` cet ope´rateur.
Nous faisons alors la remarque suivante : les spectres de ces deux proble`mes sur le demi-
axe peuvent eˆtre connus a` partir du spectre d’un ope´rateur de´fini sur l’axe re´el. Il faut
pour cela syme´triser le potentiel (t − τ)2 de´fini a` la base pour t > 0. Le potentiel pair
V symτ ainsi de´fini sur R est singulier en 0 si τ 6= 0. Nous montrons dans la section 1.4 que
lorsque le parame`tre τ tend vers l’infini, nous sommes ramene´s a` une situation d’analyse
semi-classique. Dans le cas τ → −∞, l’ope´rateur mode`le sous-jacent est l’ope´rateur
d’Airy, et les techniques de [DR11] permettent de faire un de´veloppement asymptotique
des valeurs propres. Lorsque τ → +∞, la situation est plus de´licate : le potentiel V symτ
pre´sente deux fonds de puits quadratiques syme´triques. La the´orie de l’effet tunnel pre´voit
que les valeurs propres se regroupent par paires exponentiellement proches. Nous mettons
en e´vidence un terme d’interaction qui permet d’estimer le “splitting” des valeurs propres,
mais les techniques de construction BKW usuelles ne s’appliquent pas stricto sensu, en
effet le potentiel pre´sente une singularite´. Nous re´alisons donc a` la main un de´veloppement
de ce terme d’interaction et nous donnons un de´veloppement asymptotique pre´cis des
valeurs propres de l’ope´rateur de de Gennes. Des calculs nume´riques viennent corroborer
les re´sultats trouve´s. Nous nous inte´ressons finalement dans la section 1.5 a` un deuxie`me
ope´rateur de Schro¨dinger avec un potentiel singulier en “pic” dont les minima ne sont plus
quadratiques mais affines. Encore une fois nous mettons en e´vidence un effet tunnel entre
les valeurs propres qui n’est pas de´crit par la the´orie usuelle. Nous montrons en particulier
que le splitting a lieu a` des e´chelles diffe´rentes de celles connues dans le cas des fonds de
puits quadratiques.
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1.1 Proprie´te´s e´le´mentaires de l’ope´rateur de de Gennes
Nous e´nonc¸ons ici des proprie´te´s de l’ope´rateur de de Gennes (de´fini en (B.24)) qui
pourront eˆtre retrouve´es dans [FH10].
La forme quadratique associe´e a` l’ope´rateur hNτ est de´finie par
qNτ (u) :=
∫
R+
|u′(t)|2 + (t− τ)2|u(t)|2 dt (1.1)
sur le domaine de forme B1(R+) de´fini en (B.14). Puisque l’injection de B1(R+) dans
L2(R+) est compacte, on a que l’ope´rateur hNτ est a` re´solvante compacte. Puisqu’il est
clairement positif, son spectre est constitue´ d’une suite de valeurs propres qui tend vers
l’infini. Nous notons µNk (τ) la k-ie`me valeur propre. Nous noterons parfois pour simplifier
µN(τ) = µN1 (τ) la premie`re valeur propre. Par le the´ore`me de Cauchy, les solutions de
l’e´quation aux valeurs propres{
− u′′(t) + (t− τ)2u(t) = µNk (τ)u(t), t > 0
u′(0) = 0
(1.2)
forment un espace vectoriel de dimension 1 1. Les valeurs propres µNk (τ) sont donc simples
pour tout entier k et tout re´el τ . Par le the´ore`me d’unicite´ de Cauchy il est clair qu’une
fonction propre non nulle ne s’annule pas en 0. Nous notons uNτ,k l’unique vecteur propre
norme´ associe´ a` µNk (τ) avec la condition initiale u
N
τ,k(0) > 0. Encore une fois nous sim-
plifierons les notations pour le premier vecteur propre en notant uNτ = u
N
τ,1. On sait (voir
[FH10]) que la premie`re fonction propre est de signe constant et ne s’annule pas. On a la
minoration
∀τ ≤ 0, ∀t ≥ 0, (t− τ)2 ≥ τ 2
donc par le principe du min-max on a
∀k ≥ 1, ∀τ ≤ 0, µNk (τ) ≥ τ 2
et donc
∀k ≥ 1, lim
τ→−∞
µNk (τ) = +∞ . (1.3)
Nous pre´ciserons le comportement de µNk (τ) lorsque τ tend vers −∞ dans la section 1.4.
1.2 Comparaison des proble`mes de Dirichlet et de Neu-
mann pour l’ope´rateur de de Gennes
Nous introduisons hDτ la re´alisation de Dirichlet de −∂2t + (t − τ)2 de´finie sur le
domaine
Dom(hDτ ) = {u ∈ B2(R+), u(0) = 0} .
1. L’appartenance des solutions de (1.2) a` L2(R+) est une caracte´risation du fait que µNk (τ) est une
valeur propre de hNτ .
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Nous notons µDk (τ) la k-ie`me valeur propre de cet ope´rateur. En effectuant la translation
T = t − τ , on voit que hNτ et hDτ sont e´quivalents respectivement aux re´alisations de
Neumann et de Dirichlet de l’oscillateur harmonique−∂2T+T 2 sur le demi-axe (−τ,+∞).
En utilisant des inclusions sur les domaines de formes, on a imme´diatement
∀k ≥ 1, τ → µDk (τ) est une fonction de´croissante sur R (1.4)
et
∀k ≥ 1, ∀τ ∈ R, µDk (τ) ≥ µNk (τ) . (1.5)
En utilisant les fonctions d’Hermite centre´es en τ puis tronque´es, on montre (voir [FH10])
que
∀k ≥ 1, lim
τ→+∞
µNk (τ) = lim
τ→+∞
µDk (τ) = 2k − 1 . (1.6)
Nous pre´ciserons cette asymptotique dans la section 1.4. Il re´sulte de (1.4) et de (1.6) la
minoration
∀τ ∈ R, µDk (τ) ≥ 2k − 1 . (1.7)
Nous comparons les valeurs propres des re´alisations de Neumann et de Dirichlet a` un
proble`me obtenu en syme´trisant le potentiel sur R : soit V symτ le potentiel de´fini sur R par
V symτ (t) := (|t| − τ)2 . (1.8)
Nous lui associons l’ope´rateur de Schro¨dinger
hsymτ := −∂2t + V symτ (1.9)
de´fini sur le domaine B2(R). Son spectre est constitue´ d’une suite de valeurs propres
simples qui tend vers +∞ (voir par exemple [CH53]). Nous notons µsymk (τ) la k-ie`me
valeur propre. Il est connu d’apre`s la the´orie de Sturm-Liouville que le vecteur propre
associe´ a` µsymk (τ) s’annule exactement k − 1 fois sur R et que ses racines sont simples.
De plus, comme le potentiel est pair, les fonctions propres sont soit paires soit impaires.
Puisqu’une fonction impaire re´gulie`re s’annule en ze´ro et que la premie`re fonction propre
de hsymτ ne s’annule pas, elle est paire. Les fonctions propres suivantes sont alternative-
ment impaires et paires. On peut alors e´noncer une relation entre les spectres de hNτ , h
D
τ
et hsymτ :
Proposition 1.1. On a
∀k ≥ 1, ∀τ ∈ R, µNk (τ) = µsym2k−1(τ) et µDk (τ) = µsym2k (τ) . (1.10)
Preuve : On remarque qu’un vecteur propre pair (respectivement impair) de hsymτ
ve´rifie la condition de Neumann (respectivement Dirichlet) en 0 et peut donc se restreindre
en une fonction propre de hNτ (respectivement h
D
τ ). Re´ciproquement une fonction propre
de hNτ (respectivement h
D
τ ) peut se prolonger en une fonction propre paire (respectivement
impaire) de hsymτ , de plus les fonctions ainsi prolonge´es sont orthogonales dans L
2(R) : en
effet, deux vecteurs propres associe´s a` des valeurs propres distinctes de hNτ sont orthogo-
naux, tout comme les vecteurs propres de hDτ . De plus une fonction paire et une fonction
impaire sont toujours orthogonales dans L2(R). On conclut avec le principe du min-max.

On remarque que pour τ = 0, le potentiel est V sym0 (t) = t
2. A partir du spectre de
l’oscillateur harmonique de´crit en (B.16), on en de´duit le
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Corollaire 1.2. On a
∀k ≥ 1, µNk (0) = 4k − 3 et µDk (0) = 4k − 1 . (1.11)
1.3 Etude des variations des valeurs propres du proble`me
de de Gennes
Nous rappelons dans cette section une formule qui permet d’obtenir une e´quation
diffe´rentielle sur la fonction τ → µNk (τ). A partir de celle-ci on e´tudie les variations
de la fonction et on rappelle aussi des formules de moment pour les vecteurs propres de
l’ope´rateur hNτ . Comme la famille τ → hNτ est une famille analytique d’ope´rateurs de type
A (voir [Kat95]) et que les valeurs propres sont simples, on sait que les valeurs propres
τ → µNk (τ) sont analytiques sur R pour tout entier k. De meˆme les vecteurs propres uNτ,k
sont analytiques par rapport a` τ et nous notons
vNτ,k = ∂τu
N
τ,k .
La formule de Feynman-Hellmann (voir la proposition A.5) donne une premie`re expres-
sion pour (µNk )
′(τ) :
∀τ ∈ R, (µNk )′(τ) =
∫
R+
(t− τ)|uNτ,k(t)|2 dt . (1.12)
Graˆce aux techniques de´veloppe´es dans [BH93] puis [DH93a], on de´montre la relation
(µNk )
′(τ) =
(
τ 2 − µNk (τ)
)
uNτ,k(0)
2 . (1.13)
En exploitant cette relation, on a la proposition suivante, de´montre´e dans [FH10] :
Proposition 1.3. La premie`re valeur propre µN1 (τ) de h
N
τ admet un minimum non de´ge´ne´re´
Θ0 atteint en un unique point ξ0. La fonction τ → µN1 (τ) est strictement de´croissante sur
(−∞, ξ0] puis strictement croissante sur [ξ0,+∞) vers [Θ0, 1). On a de plus la relation
fondamentale
ξ20 = Θ0 . (1.14)
La figure 1.1 donne les 4 premie`res valeurs propres de hNτ pour τ ∈ [−1, 5] calcule´es
a` l’aide de la librairie d’e´le´ments finis ME´LINA (voir [BN12, Section 5]). Dans [BN12],
un sche´ma aux diffe´rences finies utilisant (1.14) a permis de calculer la constante Θ0 avec
une erreur infe´rieure a` 10−9 :
Θ0 ' 0.590106125 et ξ0 ' 0.76818365314 . (1.15)
Nous rappelons que uNξ0 de´signe le vecteur propre de h
N
ξ0
associe´ a` Θ0. La formule (1.12)
nous donne ∫
R+
(t− ξ0)|uNξ0(t)|2 dt = 0 . (1.16)
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FIGURE 1.1 – Les fonctions µNk (τ) pour k = 1, . . . , 4 et la parabole τ → τ 2.
Nous rappelons des formules de moment qui seront utiles lorsque nous utiliserons cet
ope´rateur mode`le. Ces formules ont e´te´ introduites dans [BS98] et [LP99b], elles sont
aussi re´sume´es dans [FH10]. En diffe´rentiant deux fois l’e´quation aux valeurs propres par
rapport a` τ , on trouve
(µN1 )
′′(ξ0)
2
= 1− 2
∫
R+
(t− ξ0)uNξ0(t)vNξ0(t) dt . (1.17)
On trouve e´galement en utilisant une identite´ du Viriel :∫
R+
(t− ξ0)2|uNξ0(t)|2 dt =
Θ0
2
. (1.18)
Nous utiliserons dans la suite les fonctions analytiques standard suivantes, appele´es fonc-
tions d’erreur de Gauss :
erf(τ) :=
2√
pi
∫ τ
0
e−ζ
2
dτ (1.19)
et
erfc(τ) := 1− erf(τ) .
La proposition suivante fournit une minoration explicite de la premie`re valeur propre de
hNτ :
Proposition 1.4. On introduit la fonction
m(τ) := 1− 2τ
(√
pi(2τ 2 + 1) erfc(τ)− 2τe−τ2√
pi(e−τ2 + 1)
)1/2
.
On a
∀τ ≥ 0, µN1 (τ) ≥ m(τ) .
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Preuve : Soit uqmτ la fonction de´finie par
uqmτ : t 7−→ e−(t−τ)
2/2 + e−(t+τ)
2/2 .
Cette fonction ve´rifie la condition de Neumann en 0 et on a donc uqmτ ∈ Dom(hNτ ). On
calcule sa norme dans L2(R+) :∫
R+
|uqmτ (t)|2 dt =
√
pi
(
e−τ
2
+ 1
)
.
On e´value
hNτ u
qm
τ (t) = u
qm
τ (t)− 4τte−(t+τ)
2/2
puis on calcule ∫
R+
t2e−(t−τ)
2
dt =
1
4
(√
pi(2τ 2 + 1) erfc(τ)− 2τe−τ2
)
de sorte que
‖hNτ uqmτ − uqmτ ‖L2(R+) = 2τ
(√
pi(2τ 2 + 1) erfc(τ)− 2τe−τ2
)1/2
.
Nous posons
r(τ) = 2τ
(√
pi(2τ 2 + 1) erfc(τ)− 2τe−τ2√
pi(e−τ2 + 1)
)1/2
et m(τ) := 1 − r(τ). Le the´ore`me spectral applique´ a` la fonction uqmτ et les calculs qui
pre´ce`dent permettent de de´duire qu’il existe une valeur propre de hNτ dans l’intervalle
(1− r(τ), 1 + r(τ)). On ve´rifie avec maple que pour τ ≥ 0, on a 1 + r(τ) < 2. Or d’apre`s
[FHP11], on a
∀τ > 0, µN2 (τ) > 2 .
On de´duit le re´sultat. 
Cette minoration est illustre´e sur la figure 1.2. On constate que le minorant m(τ) est
tre`s proche de µN1 (τ) lorsque τ est proche de 0 ou lorsque τ est grand. Ceci s’interpre`te
de la manie`re suivante : les quasi-modes gaussiens construits uqmτ sont tre`s proches des
vecteurs propres de hNτ pour τ proche de 0 et τ grand.
1.4 Etude de l’ope´rateur de de Gennes pour de grandes
valeurs du parame`tre
1.4.1 Le puits singulier
Nous commenc¸ons par traiter le cas τ → −∞. L’asymptotique
µNk (τ) ∼
τ→−∞
τ 2
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FIGURE 1.2 – La fonction µN1 (τ), son minorant m(τ) et la constante Θ0 (calcule´e par
e´le´ments finis).
est connue (nous avons de´montre´ la minoration de manie`re e´le´mentaire en (1.3)). Nous
pre´cisons l’asymptotique afin de mieux voir apparaıˆtre la se´paration des valeurs propres.
On a besoin d’introduire un ope´rateur mode`le lie´ a` l’e´quation d’Airy sur R. Soit
a := −∂2t + |t|, t ∈ R
de´fini sur Dom(a) = {u ∈ H2(R), |t|u ∈ L2(R)}. Nous introduisons la fonction d’Airy
de premie`re espe`ce Ai, solution borne´e de l’e´quation d’Airy sur R :
− A′′i (t) + tAi(t) = 0 . (1.20)
On introduit aussi la fonction d’Airy “inverse´e” A(t) := Ai(−t). On sait que les ze´ros de
A et de A′ forment deux suites entrelace´es qui tendent vers +∞ (voir la figure 1.3).
De´finition 1.5. Nous notons respectivement (zak)k≥1 et (z˙ak)k≥1 les ze´ros de A et de sa
de´rive´e A′. On sait que 0 < z˙a1 < z
a
1.
Nous introduisons aussi la fonction d’Airy de deuxie`me espe`ce note´e classiquement
Bi (voir [AS64]) ainsi que la fonction “inverse´e” associe´e B(x) := Bi(−x) (voir la figure
1.4).
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FIGURE 1.3 – La fonction d’Airy inverse´e A et sa de´rive´e A′. Leurs ze´ros forment deux
suites entrelace´es qui tendent vers +∞.
Lemme 1.6. Le spectre de a est constitue´ de valeurs propres simples. Nous notons ak la
k-ie`me valeur propre. Alors on a
∀k ≥ 1, a2k−1 = z˙ak et a2k = zak . (1.21)
Preuve : En utilisant les meˆmes arguments de syme´trie que pour la preuve de la
proposition 1.1, on se rame`ne a` e´tudier les re´alisations de Dirichlet et de Neumann de
l’ope´rateur −∂2t + t sur [0,+∞). On utilise alors un argument de [DR11] : les solutions
borne´es de l’e´quation aux valeurs propres sur [0,+∞) sont des translate´es de la fonction
d’Airy de premie`re espe`ce. Traitons par exemple le cas de la re´alisation de Neumann. Soit
a2k−1 une valeur propre de a et φ2k−1 un vecteur propre pair associe´ (qui ve´rifie donc la
condition de Neumann en 0). Alors φ2k−1 ve´rifie l’e´quation diffe´rentielle
∀t > 0, −φ′′2k−1(t) + tφ2k−1(t) = a2k−1φ2k−1 .
Ainsi on a ne´cessairement
∀t > 0, φ2k−1(t) = CAi(t− a2k−1)
avec C une constante non nulle. La condition de Neumann en t = 0 impose
A′i(−a2k−1) = 0,
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FIGURE 1.4 – Les fonction d’Airy inverse´es A et B.
c’est-a`-dire que a2k−1 est une racine de A′. Re´ciproquement la fonction t → Ai(t − z˙ak)
est clairement un vecteur propre de la re´alisation de Neumann de −∂2t + t sur [0,+∞)
associe´ a` la valeur propre z˙ak. 
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Nous pouvons re´aliser une asymptotique des valeurs propres a` l’aide de cet ope´rateur
mode`le :
The´ore`me 1.7. On a les de´veloppements asymptotiques suivants lorsque le parame`tre τ
tend vers −∞ :
µNk (τ) = τ
2 + 22/3z˙ak|τ |2/3 + o
(|τ |2/3) (1.22)
et
µDk (τ) = τ
2 + 22/3zak|τ |2/3 + o
(|τ |2/3) . (1.23)
Preuve : Nous cherchons le spectre de l’ope´rateur hsymτ quand le parame`tre τ tend
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FIGURE 1.5 – Le potentiel V symτ pour τ < 0, ici pour τ = −2.
vers −∞. Nous faisons la remarque suivante : pour τ < 0, le potentiel V symτ admet un
unique minimum (atteint en t = 0) de valeur τ 2. De plus ce minimum est singulier (voir la
figure 1.5). Nous allons approcher le potentiel en ce point par ses tangentes. Nous retirons
τ 2 au potentiel et nous travaillons ainsi avec l’ope´rateur
hsymτ − τ 2 = −∂2t − 2τ |t|+ t2 .
Lorsque τ → −∞, nous introduisons le parame`tre semi-classique h2 = −τ−1 de sorte
que l’on doit trouver (lorsque h tend vers 0) le spectre de l’ope´rateur
1
h2
(−h2∂2t + 2|t|+ h2t2) .
La proce´dure est de´crite dans [DR11] : nous re´alisons le changement d’e´chelle t˜ =
21/3h−2/3t et nous sommes ramene´s a` trouver le spectre de l’ope´rateur
h−2+2/322/3
(−∂2t˜ + |t˜|+ 2−4/3h8/3t˜2) .
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On note apertk,h la k-ie`me valeur propre de l’ope´rateur a
pert := −∂2
t˜
+ |t˜| + 2−4/3h8/3t˜2.
L’ope´rateur dominant dans le de´veloppement en puissance de h est l’ope´rateur d’Airy a
et on a au sens des formes quadratiques :
∀u ∈ C∞0 (R), 〈apertu, u〉L2(R) ≥ 〈au, u〉L2(R) ,
et donc par le principe du min-max on obtient apertk,h ≥ ak pour tout h > 0. Pour la majora-
tion, on prend une fonction propre φk de a comme quasi-mode. Comme φk se de´duit des
fonctions d’Airy (cf. la preuve du lemme 1.6), φk est a` de´croissance exponentielle et on a
‖apertφk − akφk‖L2 = Ckh8/3 ou` Ck > 0 est une constante. On de´duit du the´ore`me spec-
tral que apertk,h ≤ ak+Ckh8/3. On a donc montre´ limh→0 apertk,h = ak. En utilisant h2 = −τ−1
on de´duit un e´quivalent quand τ tend vers −∞ du spectre de hsymτ − τ 2 a` partir du lemme
1.6. On conclut avec la proposition 1.1. 
1.4.2 Le double puits syme´trique : e´tude de l’effet tunnel
Nous re´alisons maintenant une asymptotique des valeurs propres quand le parame`tre τ
tend vers +∞. Pour comprendre la situation, on re´alise un changement d’e´chelle x = t/τ
pour voir que l’ope´rateur hsymτ est unitairement e´quivalent a`
τ 2
(
− 1
τ 4
∂2x + (|x| − 1)2
)
.
On pose cette fois-ci h = τ−2. Nous nous sommes ainsi ramene´s a` l’e´tude du spectre de
l’ope´rateur de´fini sur B2(R) par
− h2∂2x + (|x| − 1)2 . (1.24)
Il s’agit d’un ope´rateur de Schro¨dinger semi-classique avec un potentiel de type “double
puits ” (voir la figure 1.6). On s’attend donc a` ce que ses valeurs propres se regroupent
par paires exponentiellement proches d’apre`s le phe´nome`ne appele´ “effet tunnel” de´crit
par exemple dans [Har80], [Sim84], [HS84] ou encore [CDS83]. Dans [HS85, Proposi-
tion 1.1], les auteurs donnent une formule pour estimer l’e´cart entre les valeurs propres
d’un ope´rateur unidimensionnel avec un potentiel en double puits sous l’hypothe`se que ce
potentiel est infiniment de´rivable, ce qui n’est pas le cas ici, puisque le potentiel Vτ n’est
pas de´rivable en t = 0. Nous allons calculer a` la main un terme d’interaction pour de´crire
le spectre de l’ope´rateur hsymτ lorsque le parame`tre τ tend vers +∞.
De´finition 1.8. Nous de´finissons les re´alisations de Neumann et de Dirichlet de l’oscilla-
teur harmonique −∂2t + t2 sur le demi-axe (−τ,+∞). Nous notons ces deux ope´rateurs
hN,trτ et h
D,tr
τ . Nous savons qu’ils sont unitairement e´quivalents a` h
N
τ et h
D
τ .
Avant de re´aliser un de´veloppement asymptotiques des valeurs propres quand τ tend
vers +∞, rappelons que l’on sait de´ja` que les valeurs propres convergent exponentielle-
ment vite vers leurs limites. En effet d’apre`s [FHP11, proposition 2.2], on a une estimation
pour la premie`re valeur propre du proble`me de Neumann :
∀α ∈ (0, 1), ∃Cα > 0,∀τ ≥ 2, |µN(τ)− 1| ≤ Cαe−ατ2/2.
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FIGURE 1.6 – Le potentiel V symτ pour τ > 0, ici pour τ = 4.
La me´thode consiste a` construire un quasi-mode gaussien tronque´ et a` utiliser le the´ore`me
spectral. La fonction construite ve´rifie la condition de Dirichlet en 0 et son e´nergie est
donc supe´rieure a` 1 d’apre`s (1.7). Cette technique ne permet donc pas d’estimer µDk (τ)−
µNk (τ) pour τ grand : les quasi-modes construits ne prennent pas en compte la condition
au bord puisque celui-ci n’est pas dans le support des fonctions test. Pour ame´liorer cette
asymptotique, nous allons perturber les fonctions d’Hermite par une fonction ve´rifiant
l’e´quation d’Hermite et construire une fonction test qui ve´rifie la condition au bord pour
l’ope´rateur sur (−τ,+∞). Nous rappelons que ψk est la k-ie`me fonction d’Hermite, so-
lution de l’e´quation d’Hermite (B.17). On sait que ψk est de la parite´ de k − 1. On a
∀t ∈ R, ψk(t) = γkHk(t)e−t2/2 , (1.25)
ou` Hk est le k-ie`me polynoˆme d’Hermite et γk est une constante de normalisation :
γk =
(
2k−1(k − 1)!√pi)−1/2 . (1.26)
On rappelle que les coefficients de ces polynoˆmes sont connus explicitement (voir par
exemple [Sib75]). On aura besoin des deux coefficients de plus haut degre´ :
∀k ≥ 1, Hk(t) = 2k−1tk−1 − (k − 1)(k − 2)2k−3tk−3 + rk−5(t) (1.27)
avec rk−5 ∈ Rk−5[t] si k ≥ 5 et rk−5 = 0 si k < 5. On retrouve par exemple H1(t) = 1,
H2(t) = 2t et H3(t) = 4t2 − 2. Nous allons chercher une autre solution de l’e´quation
d’Hermite et trouver son de´veloppement asymptotique en l’infini. Nous allons utiliser des
arguments de parite´ pour retrouver a` la main une solution non coline´aire aux fonctions
d’Hermite dont on connaıˆt le de´veloppement. La construction va de´pendre de la parite´ de
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k. Supposons par exemple que k est un nombre impair fixe´. Alors on sait que ψk est une
fonction paire. Nous regardons l’e´quation diffe´rentielle avec donne´e initiale :{ −y′′(t) + t2y(t) = (2k − 1)y(t), t ≥ 0 (1.28a)
y(0) = 0 . (1.28b)
L’espace des solutions est de dimension 1 et chaque solution non nulle peut se prolonger
sur R en une solution impaire de l’e´quation d’Hermite (B.17). Nous notons φk l’un de ces
prolongements. Puisque ψk est paire, la fonction φk n’est pas coline´aire a` ψk. On a donc
que (ψk, φk) forme une base des solutions sur R de l’e´quation d’Hermite. Si k est pair,
nous construisons une solution paire a` (B.17) en remplac¸ant la condition (1.28b) par une
condition de Neumann.
On va chercher a` construire des quasi-modes pour les ope´rateurs hN,trτ et h
D,tr
τ de´finis
en (1.8) a` partir des fonctions solutions de (B.17). Les quasi-modes en question seront des
fonctions de´finies sur t ∈ (−τ,+∞) qui ve´rifieront la condition au bord en t = −τ . Pour
estimer l’e´nergie de ces quasi-modes quand τ → +∞, on aura besoin de de´veloppements
limite´s des fonctions ψk et φk (ainsi que de leurs de´rive´es) lorsque t→ −∞ et t→ +∞.
On de´duit de (1.27) un de´veloppement asymptotique de ψk lorsque t tend vers −∞ :
ψk(t) =
t→−∞
γk2
k−1tk−1e−t
2/2
(
1− (k − 1)(k − 2)
4t2
+O
(
1
t4
))
. (1.29)
On a aussi
ψ′k(t) =
t→−∞
γk2
k−1tke−t
2/2
(
−1 + (k − 1)(k + 2)
4t2
+O
(
1
t4
))
. (1.30)
Nous effectuons un de´veloppement asymptotique de φk quand t tend vers −∞. Ces
de´veloppements sont utilise´s pour k = 1 dans [Bol92].
Lemme 1.9. Supposons que k soit impair (respectivement pair). Alors il existe une solu-
tion gk impaire (respectivement paire) a` l’e´quation (B.17) qui admet les de´veloppement
suivants :
gk(t) =
t→−∞
γ−1k
et
2/2
2ktk
(
1 +
k2 + k
4t2
+O
(
1
t4
))
. (1.31)
et
g′k(t) =
t→−∞
γ−1k
et
2/2
2ktk−1
(
1 +
k2 − 3k
4t2
+O
(
1
t4
))
. (1.32)
Preuve : On construit une autre solution de l’e´quation d’Hermite qui est line´airement
inde´pendante de ψk a` l’aide de la me´thode de la variation de la constante. Soit t0 un re´el
qui n’est pas une racine de ψk. On suppose de plus que ψk n’a pas de racine sur (−∞, t0],
ce qui est possible puisque ψk posse`de un nombre fini de racines : il suffit en effet de
prendre t0 ne´gatif avec |t0| suffisamment grand. On introduit
Gk(t) = ψk(t)
∫ t
t0
1
ψ2k(u)
du, t ∈ (−∞, t0] .
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On a ∫ t
t0
1
ψ2k(u)
du = γ−2k
∫ t
t0
eu
2
H2k(u)
du .
Puisque la fonction sous l’inte´grande n’est pas inte´grable en −∞, on en effectue un
de´veloppement limite´. On a quand u tend vers −∞ :
eu
2
H2k(u)
=
eu
2
22k−2u2k−2
(
1
1− 2−1(k − 1)(k − 2)u−2 +O (u−4)
)
= eu
2
(
1
22k−2u2k−2
+
(k − 1)(k − 2)
22k−1u2k
+O
(
1
u2k+2
))
.
Or on a rapidement en re´alisant des inte´grations par parties que pour t0 < 0 et t→ −∞ :
∀n ≥ 0,
∫ t
t0
eu
2
un
du =
t→−∞
et
2
2tn+1
+
(n+ 1)et
2
4tn+3
+O
(
et
2
tn+5
)
.
On en de´duit
γ−2k
∫ t
t0
eu
2
H2k(u)
du = γ−2k e
t2
(
1
22k−1t2k−1
+
(
2k − 1
22k
+
(k − 1)(k − 2)
22k
)
1
t2k+1
+O
(
1
t2k+3
))
= γ−2k e
t2
(
1
22k−1t2k−1
+
k2 − k + 1
22kt2k+1
+O
(
1
t2k+3
))
.
Ainsi en multipliant ce de´veloppement par celui de ψk, on trouve
Gk(t) =
t→−∞
γ−1k
et
2/2
2ktk
(
1 +
k2 + k
4t2
+O
(
1
t4
))
.
Il est clair Gk ve´rifie l’e´quation diffe´rentielle (B.17) sur (−∞, t0]. La fonction Gk se
prolonge donc sur R en une fonction solution de (B.17) et il existe deux constantes α et β
telles que
Gk(t) = αψk(t) + βφk(t) .
On pose gk = βφk et on de´duit un de´veloppement asymptotique de gk quand t tend vers
−∞ :
gk(t) = γ
−1
k
et
2/2
2ktk
(
1 +
k2 + k
4t2
+O
(
1
t4
))
.
On de´duit le de´veloppement asymptotique pour la de´rive´e annonce´ en (1.32). Puisque φk
a la parite´ de k, on en de´duit le lemme. 
A partir de la parite´ de gk on de´duit les de´veloppements suivants quand t tend vers +∞ :
|gk(t)| =
t→+∞
γ−1k
et
2/2
2ktk
(
1 +
k2 + k
4t2
+O
(
1
t4
))
(1.33)
et
|g′k(t)| =
t→+∞
γ−1k
et
2/2
2ktk−1
(
1 +
k2 − 3k
4t2
+O
(
1
t4
))
. (1.34)
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Remarque 1.10. On connaıˆt deux solutions line´airement inde´pendantes de l’e´quation
(B.17) :Dk−1(i
√
2x) etD−k(
√
2x) ou`Dν est la fonction parabolique cylindrique de Whit-
taker dont le de´veloppement est connu (voir [AS64] par exemple). Nous avons pre´fe´re´
pre´senter une de´monstration comple`te des de´veloppements des fonctions ψk et gk a` partir
de techniques e´le´mentaires.
On effectue maintenant une asymptotique pre´cise des valeurs propres de hN,trτ et h
D,tr
τ :
The´ore`me 1.11. On a une asymptotique a` 3 termes pour la k-ie`me valeur propre des
proble`mes de Dirichlet et de Neumann lorsque le parame`tre τ tend vers +∞ :
µDk (τ) = 2k − 1 +
2k
(k − 1)!√piτ
2k−1e−τ
2
(
1− k
2 − k + 1
2τ 2
+O
(
1
τ 4
))
(1.35)
et
µNk (τ) = 2k − 1−
2k
(k − 1)!√piτ
2k−1e−τ
2
(
1− k
2 − k − 1
2τ 2
+O
(
1
τ 4
))
. (1.36)
Preuve : On va construire des fonctions test sur (−τ,+∞) a` l’aide de ψk et de gk.
Les fonctions construites vont ve´rifier la condition au bord en t = −τ et seront donc
dans les domaines des ope´rateurs. Nous allons estimer leur e´nergie puis utiliser le lemme
de Temple : en effet on connaıˆt de´ja` un “gap” grossier entre les valeurs propres lorsque
τ → +∞ d’apre`s (1.6). Dans ce qui suit, k ≥ 1 est fixe´ et la notation de Landau O()
pre´cise le comportement des fonctions lorsque τ tend vers +∞. Ces quantite´s ne sont pas
ne´cessairement uniformes par rapport a` k. Commenc¸ons par prouver l’asymptotique pour
la valeur propre du proble`me de Dirichlet. Soit χ une fonction de troncature infiniment
de´rivable de´finie sur [−1,+∞) et ve´rifiant
0 ≤ χ(t) ≤ 1, t ≥ −1
χ(t) = 1 si t ∈ [−1,−1
2
]
χ(t) = 0 si t ∈ [1
2
,+∞) .
De´finissons la fonction de troncature dilate´e χτ (t) = χ( tτ ). On a
supp(χτ ) ⊂ [−τ, τ2 ] (1.37)
et
supp(χ′τ ) ⊂ [− τ2 , τ2 ] . (1.38)
On a l’estimation suivante :
∃C > 0, ∀τ ∈ R, ∀t ≥ −τ, |χ′τ (t)| ≤
C
τ
. (1.39)
Nous allons chercher comme dans [Bol92] un quasi-mode dans le domaine de hD,trτ sous
la forme
fτ,k(t) = αψk(t) + βgk(t)χτ (t), t ∈ [−τ,+∞) (1.40)
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ou` α et β sont a` determiner en fonction de τ . Notons que pour k fixe´, si τ est suffisamment
grand, on a gk(−τ) 6= 0. La condition de Dirichlet
fτ,k(−τ) = 0 (1.41)
permet de trouver
β = −αψk(−τ)
gk(−τ) . (1.42)
On utilise alors les de´veloppements (1.29) et (1.31) pour trouver
β =
τ→+∞
αγ2k2
2k−1τ 2k−1e−τ
2
(
1− 2k
2 − 2k + 2
4τ 2
+O
(
1
τ 4
))
. (1.43)
Nous de´terminons ensuite α afin de normaliser fτ,k. On commence par estimer
‖ψk‖2L2((−τ,+∞)) = 1−
∫ −τ
−∞
|ψk(t)|2 dt .
Soit en utilisant (1.29) et une inte´gration par parties :
‖ψk‖2L2((−τ,+∞)) = 1 +O
(
τ 2k−3e−τ
2
)
.
On de´veloppe ensuite la norme du quasi-mode introduit en (1.40) en utilisant (1.37) :
‖fτ,k‖2L2((−τ,+∞)) = α2
(
1 +O
(
τ 2k−3e−τ
2
))
+ 2αβ
∫ τ/2
−τ
ψk(t)gk(t)χτ (t) dt+ β
2
∫ τ/2
−τ
g2k(t)χ
2
τ (t) dt .
En majorant grossie`rement ψk et gk graˆce a` (1.29) et (1.31), on trouve en utilisant (1.43)
que
2αβ
∫ τ/2
−τ
ψk(t)gk(t)χτ (t) dt = α
2O
(
τ 2k−1e−τ
2
)
.
De meˆme on trouve
β2
∫ τ/2
−τ
g2k(t)χ
2
τ (t) dt = α
2O
(
τ 2k−1e−τ
2
)
.
Ainsi on peut choisir α tel que ‖fτ,k‖2L2((−τ,+∞)) = 1 et
α = 1 +O
(
τ 2k−1e−τ
2
)
. (1.44)
Par construction, fτ,k ve´rifie la condition de Dirichlet au bord. De plus elle est clairement
dans B2((−τ,+∞)) puisqu’elle est e´gale a` la fonction d’Hermite ψk de`s que t ≥ τ2 . On a
donc fτ,k ∈ Dom(hD,trτ ) et on peut calculer l’e´nergie du quasi-mode fτ,k de´finie par
ητ,k = 〈hD,trτ fτ,k, fτ,k〉L2((−τ,+∞)) .
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On e´value donc
ητ,k − (2k − 1) = 〈hD,trτ fτ,k − (2k − 1)fτ,k, fτ,k〉L2((−τ,+∞))
= 〈βhD,trτ (χτgk)− (2k − 1)βχτgk, fτ,k〉L2((−τ,+∞))
= β
∫ +∞
−τ
(− (χτgk)′′ (t) + t2χτ (t)gk(t)− (2k − 1)χτ (t)gk(t))fτ,k(t) dt
= −β[(χτgk)′fτ,k]+∞−τ
+ β
∫ +∞
−τ
(χτgk)
′ (t)f ′τ,k(t) +
(
t2 − (2k − 1))χτ (t)gk(t)fτ,k(t) dt .
Le terme de bord est nul puisque fτ,k ve´rifie la condition de Dirichlet (1.41). On refait une
inte´gration par parties :
ητ,k − (2k − 1) = β
[
χτgkf
′
τ,k
]+∞
−τ + β
∫ +∞
−τ
χτ (t)gk(t)
(− f ′′τ,k(t) + (t2 − (2k − 1))fτ,k(t)) dt
= −βgk(−τ)f ′τ,k(−τ) + β
∫ +∞
−τ
χτ (t)gk(t)rτ,k(t) dt
avec
rτ,k(t) := h
D,tr
τ fτ,k − (2k − 1)fτ,k . (1.45)
Un calcul de commutateurs fournit rapidement
rτ,k(t) = −βχ′′τgk − 2βχ′τg′k .
On utilise alors que les supports de χ′τ et de χ
′′
τ sont inclus dans [− τ2 , τ2 ]. On a donc
ητ,k−(2k−1) = −βgk(−τ)f ′τ,k(−τ)−β2
∫ τ/2
− τ
2
χτ (t)gk(t)
(
χ′′τ (t)gk(t)+2χ
′
τ (t)g
′
k(t)
)
dt .
(1.46)
En utilisant (1.31), (1.32), (1.33) et (1.34) on a grossie`rement pour t ∈ [− τ
2
, τ
2
] :
gk(t) = O
(
1
τ k
eτ
2/8
)
et g′k(t) = O
(
1
τ k−1
eτ
2/8
)
. (1.47)
En utilisant que χ′τ et χ
′′
τ sont borne´s on de´duit l’estimation grossie`re quand τ tend vers
+∞ : ∫ τ/2
− τ
2
χτ (t)gk(t)
(
χ′′τ (t)gk(t) + 2χ
′
τ (t)g
′
k(t)
)
dt = O
(
1
τ 2k−2
eτ
2/4
)
puis en combinant cela avec (1.43), (1.44) et (1.46), on a
ητ,k − (2k − 1) = −βgk(−τ)f ′τ,k(−τ) +O
(
τ 2ke−7τ
2/4
)
. (1.48)
On re´alise maintenant un de´veloppement du terme d’interaction
f ′τ,k(−τ) = αψ′k(−τ) + βg′k(−τ)
= αγk2
k−1(−1)k−1τ ke−τ2/2
(
2− 2k(k + 1)
4τ 2
+O
(
1
τ 4
))
.
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On a aussi
βgk(−τ) = αγk2k−1(−1)kτ k−1e−τ2/2
(
1 +
(−k + 1)(k − 2)
4τ 2
+O
(
1
τ 4
))
.
On a finalement en utilisant (1.44) :
−βgk(−τ)f ′τ,k(−τ) = γ2k22k−2τ 2k−1e−τ
2
(
2− 4k
2 − 4k + 4
4τ 2
+O
(
1
τ 4
))
.
Le terme dominant dans (1.48) est bien le terme de bord, et on a donc montre´ :
ητ,k − (2k − 1) = γ2k22k−2τ 2k−1e−τ
2
(
2− 4k
2 − 4k + 4
4τ 2
+O
(
1
τ 4
))
. (1.49)
Ce qui pre´ce`de permet aussi d’estimer le reste rτ,k de´fini en (1.45) : puisque
supp(rτ,k) ⊂ [− τ2 , τ2 ] ,
on a en utilisant (1.43) et (1.47)
‖rτ,k‖2L2((−τ,+∞)) = O
(
τ 2k+1e−7τ
2/4
)
.
En vue d’appliquer le lemme de Temple, on estime l’erreur
τ,k = ‖hD,trτ fτ,k − ητ,kfτ,k‖ ≤ ‖rτ,k‖L2((−τ,+∞)) + |(2k − 1)− ητ,k|
de sorte que l’on trouve
2τ,k = O
(
τ 2k+1e−7τ
2/4
)
.
Puisque µDk (τ) tend vers 2k − 1 quand τ tend vers +∞, on a que pour τ assez grand,
µDk (τ) est la seule valeur propre de h
D,tr
τ dans l’intervalle (2k − 32 , 2k − 12). On applique
la proposition A.3 avec l’e´nergie η = ητ,k et l’erreur  = τ,k pour obtenir l’asymptotique
µDk (τ) = 2k − 1 + γ2k22k−2τ 2k−1e−τ
2
(
2− 4k
2 − 4k + 4
4τ 2
+O
(
1
τ 4
))
.
On de´duit l’asymptotique (1.35) en remplac¸ant γk par sa valeur de´finie en (1.26). La
preuve pour la valeur propre du proble`me de Neumann est sensiblement la meˆme, c’est
pourquoi nous adaptons ce qui pre´ce`de en gardant les meˆmes notations. Nous utilisons
cette fois-ci la condition f ′τ,k(−τ) = 0 pour construire notre quasi-mode. La condition
(1.41) est a` remplacer par
β = −αψ
′
k(−τ)
g′k(−τ)
= αγ2k2
2k−1τ 2k−1e−τ
2
(
−1 + 2k
2 − 2k − 2
4τ 2
+O
(
1
τ 4
))
.
L’e´valuation de l’e´nergie fait apparaıˆtre un terme de bord diffe´rent :
ητ,k−(2k−1) = βg′k(−τ)fτ,k(−τ)−β2
∫ τ/2
− τ
2
χτ (t)gk(t) (χ
′′
τ (t)gk(τ) + 2χ
′
τ (t)g
′
k(t)) dt .
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On montre exactement de la meˆme manie`re que plus haut que le terme inte´grale est en
O
(
e−γτ
2) avec γ > 1, il est donc ne´gligeable devant le terme de bord que l’on calcule.
On a d’abord
fτ,k(−τ) = γk2k−1(−1)k−1τ k−1e−τ2/2
(
2 +
−2k2 + 6k
4τ 2
+O
(
1
τ 4
))
puis
βg′k(−τ) = γk2k−1(−1)k−1τ ke−τ
2/2
(
−1 + k
2 + k − 2
4τ 2
+O
(
1
τ 4
))
.
On a donc
βg′k(−τ)fτ,k(−τ) = −γ2k22k−2τ 2k−1e−τ
2
(
2− 4k
2 − 4k − 4
4τ 2
+O
(
1
τ 4
))
.
La suite est exactement la meˆme que pour le proble`me de Dirichlet : le lemme de Temple
permet d’aboutir a` (1.36) 
Remarque 1.12. Remarquons que nous avons pris une troncature a` support dans −τ ≤
t ≤ τ
2
et que sa de´rive´e e´tait supporte´e dans [− τ
2
, τ
2
]. Dans la preuve du the´ore`me on
pourrait choisir une troncature χτ telle que supp(χ′τ ) ⊂ [aτ, bτ ] avec −1 < a < b < 1 :
l’estimation (1.48) devient alors
ητ,k − (2k − 1) = −βgk(−τ)f ′τ,k(−τ) +O
(
τ 2ke(−2+δ)τ
2
)
avec δ = max(a2, b2). La condition suffisante pour que la preuve reste valide est donc
δ < 1. Remarquons que plus δ est petit, plus le terme de reste est exponentiellement petit.
On peut maintenant estimer l’effet tunnel pour les valeurs propres de l’ope´rateur hsymτ :
Corollaire 1.13. Les valeurs propres de hsymτ se regroupent en paires exponentiellement
proches (µNk (τ), µ
D
k (τ)) quand le parame`tre τ tend vers +∞. Nous de´finissons le splitting
comme l’e´cart entre ces valeurs propres :
Ek(τ) = µ
D
k (τ)− µNk (τ) .
Alors on a l’asymptotique suivante lorsque τ tend vers +∞ :
Ek(τ) =
2k+1
(k − 1)!√piτ
2k−1e−τ
2
(
1− k
2 − k
2τ 2
+O
(
1
τ 4
))
. (1.50)
On rappelle que le proble`me e´tudie´ est e´quivalent a` trouver les valeurs propres de
l’ope´rateur
1
h2
(− h2∂2x + (|x| − 1)2) (1.51)
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quand h tend vers 0. Voici une bre`ve description du re´sultat e´nonce´ dans [HS85, propo-
sition 1.1]. Soit V un potentiel syme´trique infiniment de´rivable ayant deux minima qua-
dratiques en x = −a et x = a. Les auteurs proposent un de´veloppement explicite pour le
spectre de−h2∂2x +V pour x ∈ R : quand h tend vers 0, les valeurs propres se regroupent
par paires exponentiellement proches
(
λ2k−1(h), λ2k(h)
)
k≥1 et le de´veloppement asymp-
totique du splitting des valeurs propres lorsque h tend vers 0 est le suivant
λ2k(h)− λ2k−1(h) ∼ e−S0/hh3/2−k
+∞∑
j=0
αkjh
j (1.52)
avec
S0 =
∫ a
−a
√
V (x) dx (1.53)
la distance d’Agmon entre les deux puits. On peut expliciter le premier terme de l’asymp-
totique :
αk0 =
2k+1
√
V (0)
(k − 1)!√pi lim→0 
2k−2 exp
(
−2
∫ a−
0
√
V
′ − (2k − 1)
2
√
V
dt
)
. (1.54)
Bien que ce re´sultat ne soit pas applicable a` l’ope´rateur de´fini en (1.51) (puisque le
potentiel n’est pas de´rivable en 0), les formules qui de´finissent S0 et αk0 gardent un sens
pour le potentiel V (x) = (|x| − 1)2. En les appliquant, on obtient
S0 = 1
et
αk0 =
2k+1
(k − 1)!√pi .
Si nous utilisons l’asymptotique (1.52) pour l’ope´rateur de´fini en (1.51) sans se soucier
de la re´gularite´ du potentiel, on retrouve bien le premier terme du de´veloppement que
nous avons montre´ en (1.50) en posant h = τ−2. On retrouve aussi les meˆmes puissances
de h dans les termes suivants. Pourtant les me´thodes BKW qui permettent de montrer
[HS85, Proposition 1.1] ne fonctionnent pas a priori car le potentiel V est singulier ici,
en outre les coefficients (αkj )j≥1 dans l’asymptotique (1.52) font intervenir les de´rive´es
d’ordre supe´rieur du potentiel en 0, or ces quantite´s ne sont pas de´finies pour l’ope´rateur
(1.51). Notre me´thode permet de calculer une asymptotique pre´cise des valeurs propres
inde´pendamment de la re´gularite´ du potentiel et il serait inte´ressant de la ge´ne´raliser pour
d’autres potentiels singuliers.
On peut remarquer que les deuxie`mes termes dans les asymptotiques de µNk (τ) et
µDk (τ) se compensent :
Corollaire 1.14. Lorsque τ tend vers +∞, les paires de valeurs propres de l’ope´rateur
hsymτ sont centre´es autour des niveaux de Landau de l’oscillateur harmonique. En effet,
de´finissons la moyenne des valeurs propres comme
mk(τ) :=
µNk (τ) + µ
D
k (τ)
2
.
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Alors on a
mk(τ) = 2k − 1− 2
k−1
(k − 1)!√piτ
2k−3e−τ
2
(
1 +O
(
1
τ 2
))
. (1.55)
On voit ainsi que les moyennes des valeurs propres des proble`mes de Neumann et de
Dirichlet sont tre`s proches des valeurs limites 2k−1. On remarque que cette moyenne est
infe´rieure a` la valeur limite du proble`me mode`le. On peut comparer les ordres de grandeur
des deux effets observe´s : de´finissons
pk(τ) :=
mk(τ)− (2k − 1)
Ek(τ)
. (1.56)
Le premier terme de l’asymptotique de pk(τ) ne de´pend pas du niveau d’e´nergie k :
pk(τ) ∼
τ→+∞
− 1
4τ 2
. (1.57)
Si on exprime ce rapport en fonction du parame`tre semi-classique h = τ−2, alors il est
de l’ordre de grandeur de h. Encore une fois il serait inte´ressant de ge´ne´raliser cela en
e´tudiant la moyenne de deux proble`mes aux valeurs propres de Neumann et de Dirichlet
et de les comparer a` un proble`me mode`le sur R. Nous donnerons dans la section suivante
un autre exemple explicite illustrant ces phe´nome`nes.
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1.4.3 Simulations nume´riques
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FIGURE 1.7 – Les valeurs propres µ˘Nk (τ) et µ˘
D
k (τ) selon τ ∈ [1, 6] pour k = 1, . . . , 8.
Nous calculons le spectre des ope´rateurs hNτ et h
D
τ a` l’aide de librairie d’e´le´ments finis
MELINA (voir [Mar10]). Pour illustrer les asymptotiques montre´es plus haut lorsque τ
tend vers +∞, nous prendrons τ ∈ [1, 6]. Pour des valeurs de τ plus grandes, l’effet tunnel
a` de´tecter pour la premie`re paire de valeurs propres est infe´rieur a` un ordre de 10−11, et
nos simulations n’ont plus la pre´cision suffisante pour capter le phe´nome`ne.
Tronquer le domaine d’inte´gration
Il faut dans un premier temps borner le domaine d’inte´gration. L’ide´e est de raisonner
sur un domaine borne´ [0, L] suffisamment grand en imposant une condition de Dirichlet
en t = L. Puisque les vecteurs propres des ope´rateurs hNτ et h
D
τ de´croissent exponentiel-
lement vite quand t tend vers +∞, on s’attend a` ce que les valeurs propres du proble`me
sur [0, L] convergent vers les valeurs propres du proble`me sur [0,+∞) quand L tend vers
+∞. Soit donc L > 0 et soit µN(τ, L) (respectivement µD(τ, L)) la plus petite valeur
propre de l’ope´rateur −∂2t + (t − τ)2 sur l’intervalle [0, L] avec des conditions de Neu-
mann (respectivement Dirichlet) en t = 0 et de Dirichlet en t = L. Alors par injection des
domaines de formes, on a clairement que pour tout re´el τ , les fonctions L → µN(τ, L)
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FIGURE 1.8 – log10
(
E˘k(τ)
)
selon τ ∈ [1, 6] pour k = 1, . . . , 8 et la parabole −τ 2.
et L → µD(τ, L) sont de´croissantes sur R. Puisque les fonctions propres de hNτ et hDτ
sont concentre´es dans le puits du potentiel (t− τ)2, on a (voir [Bol92] ou plus re´cemment
[BN12]) :
∀α ∈ (0, 1), ∃Cα > 0, ∀τ ∈ R, ∀L > 0, |µN(τ, L)− µN(τ)| < Cαe−α(L−τ)2/2 ,
(1.58)
c’est-a`-dire que la plus petite valeur propre du proble`me de Neumann tronque´ avec condi-
tion de Dirichlet en t = L converge exponentiellement vite vers µN(τ) quand L tend vers
+∞. Nous avons clairement des estimations semblables pour des valeurs propres autres
que la premie`re, ainsi que pour les valeurs propres µDk du proble`me de Dirichlet. Apre`s
plusieurs essais sur la valeur de L, nous avons choisi L = 20 : l’erreur due a` la troncature
est alors ne´gligeable devant l’ordre de grandeur des effets que nous souhaitons observer.
Configuration choisie pour les calculs
Nous utilisons des me´thodes d’e´le´ments finis conformes qui aboutissent a` des pro-
jections de Galerkin sur un espace de dimension finie. Cet espace de dimension finie est
inclus dans le domaine de forme. Les valeurs propres calcule´es nume´riquement sont donc
toujours supe´rieures aux valeurs propres the´oriques. Ainsi lorsque nous calculons des va-
leurs propres nous garderons la configuration de calcul qui a donne´ les valeurs propres
les plus basses. La librairie d’e´le´ments finis MELINA nous permet de monter en degre´,
nous avons donc choisi d’utiliser 200 e´le´ments finis de taille 0.1 et de degre´ P10 pour
mailler l’intervalle [0, 20]. Nous avons fait au pre´alable des tests pour voir quelle configu-
ration donnait les re´sultats les plus pre´cis a` degre´ de liberte´ fixe´. Il est apparu que si on
prenait 2000 e´le´ments de degre´ P1, les valeurs propres e´taient moins pre´cises qu’avec la
configuration que nous avons prise : la premie`re valeur propre e´tait en effet supe´rieure de
10−6 a` celle calcule´e avec 200 e´le´ments de degre´ P10. Nous notons µ˘Nk (τ) (respectivement
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FIGURE 1.9 – log
(
E˘k(τ)
)
+ τ 2 selon log(τ) pour τ ∈ [1.5, 4.5] et k = 1, . . . , 4.
µ˘Dk (τ)) la k-ie`me valeur propre calcule´e nume´riquement (nous calculons les 8 premie`res
valeurs propres). Comme le calcul est rapide (environ 1 seconde par valeur de τ ), nous
prenons un pas de 0.01 pour les valeurs du parame`tre τ . Nous repre´senterons ainsi les
valeurs obtenues nume´riquement par des courbes continues.
Re´sultats
La figure 1.7 repre´sente les courbes τ → µ˘Nk (τ) et τ → µ˘Dk (τ) pour τ ∈ [1, 6] et
k = 1, . . . , 8. On remarque que l’on a bien µ˘Nk (τ) < µ˘
D
k (τ) et que la convergence vers les
entiers impairs n’est pas uniforme par rapport a` k.
Nous notons
E˘k(τ) = µ˘
D
k (τ)− µ˘Nk (τ)
l’effet tunnel observe´ nume´riquement. D’apre`s (1.50), on a les asymptotiques the´oriques
log10
(
Ek(τ)
)
= − τ
2
log(10)
+O(1) (1.59)
et
log
(
Ek(τ)
)
= −τ 2 + (2k − 1) log τ +Rk +O
(
1
τ 2
)
(1.60)
avec Rk = log
(
2k+1
(k−1)!√pi
)
. On observe sur la figure 1.8 que le premier terme de la quantite´
log10
(
E˘k(τ))
)
se comporte bien comme τ → −τ2
log(10)
. On ve´rifie sur la figure 1.9 que
log(τ)→ log (E˘k(τ))+ τ 2
se comporte asymptotiquement comme une fonction affine, ce qui confirme l’asympto-
tique the´orique (1.60). Afin d’extraire la pente nous regardons les quotients diffe´rentiels
d˘k(τj) :=
log
(
E˘k(τj)
)
+ τ 2j − log
(
E˘k(τj−1)
)− τ 2j−1
log(τj)− log(τj−1)
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FIGURE 1.10 – La pente de log
(
E˘k(τ)
)
+ τ 2 selon log(τ) pour τ ∈ [1.5, 4.5] et k = 1, 2.
Elle converge bien vers 2k − 1.
ou` les (τj)j sont les points de discre´tisation. La pente d˘k(τj) doit converger vers la valeur
(2k − 1) d’apre`s (1.60). Cela se voit bien sur la figure 1.10 pour k = 1, 2. On ve´rifie sur
la figure 1.11 que
R˘k(τ) = log
(
E˘k(τ)
)
+ τ 2 − (2k − 1) log(τ)
converge vers Rk. On s’inte´resse maintenant au rapport pk(τ) dont la convergence est
de´crite en (1.57). On trace sur la figure 1.12 le rapport p˘k(τ) pour k = 1, . . . , 4 et on
constate qu’il tend bien vers 0 comme −τ−2/4, mais que cette convergence n’est pas
uniforme par rapport a` k. On montre aussi sur la figure 1.13 que si on prend des valeurs
de τ plus grandes, l’effet tunnel est nume´riquement proche de la limite double pre´cision
et le quotient nume´rique p˘k(τ) “de´croche” de l’asymptotique pre´vue. On constate que
lorsque k augmente, les calculs de p˘k(τ) de´crochent pour des valeurs de τ plus grandes.
Ceci est duˆ au fait que la convergence n’est pas uniforme par rapport a` k.
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FIGURE 1.11 – La convergence de R˘k(τ) vers Rk := log
(
2k+1
(k−1)!√pi
)
pour τ ∈ [1.5, 4.5] et
k = 1, 2.
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FIGURE 1.12 – La convergence du rapport p˘k(τ) de la moyenne et du splitting vers 0
comme − 1
4τ2
pour τ ∈ [1.5, 4.5] et k = 1, . . . , 4. On voit que la convergence n’est pas
uniforme par rapport a` k.
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FIGURE 1.13 – La convergence du rapport p˘k(τ) de la moyenne et du splitting vers 0
comme − 1
4τ2
pour τ ∈ [1.5, 5.5]. On voit que les calculs “de´crochent” si τ est trop grand.
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1.5 Etude d’un ope´rateur de Schro¨dinger semi-classique
avec un potentiel en pic
x
V
1-1
FIGURE 1.14 – Le potentiel V sur [−1, 1].
Nous nous inte´ressons a` un nouveau proble`me aux valeurs propres. Soit V (x) le po-
tentiel de´fini sur [−1, 1] par
V (x) := −|x|+ 1.
On observe que le potentiel V est syme´trique et posse`de deux minima “affines” (voir la
figure 1.14). On regarde les paires propres de la re´alisation de Dirichlet de
wh := −h2∂2x + V
sur [−1, 1] lorsque le parame`tre semi-classique h tend vers 0. Cet ope´rateur est a` re´solvante
compacte et nous notons λk(h) la k-ie`me valeur propre. Nous introduisons l’intervalle
Ih := [−h−2/3, 0] .
Soit wNh l’ope´rateur de´fini par
− ∂2t − t, t ∈ Ih (1.61)
avec conditions de Dirichlet en t = 0 et Neumann en t = −h−2/3. Nous notons λNk (h) sa
k-ie`me valeur propre. De meˆme nous introduisons wDh l’ope´rateur de´fini par (1.61) avec
condition de Dirichlet en t = 0 et en t = −h−2/3. Nous notons λDk (h) sa k-ie`me valeur
propre.
Proposition 1.15. On a une relation entre les spectres de wh, wDh et wNh :
∀k ≥ 1, λ2k−1(h) = h2/3λNk (h)
et
∀k ≥ 1, λ2k(h) = h2/3λDk (h) .
Preuve : Puisque le potentiel V est syme´trique et que les valeurs propres de wh
sont simples, on sait que les fonctions propres associe´es sont alternativement paires et
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impaires. En reprenant la preuve de la proposition 1.1, on montre qu’il suffit d’e´tudier
d’une part l’ope´rateur
− h2∂2x + 1− x, x ∈ [0, 1] (1.62)
avec des conditions de Dirichlet en x = 1 et Neumann en x = 0, d’autre part l’ope´rateur
de´fini par (1.62) avec des conditions de Dirichlet en x = 1 et x = 0. En re´alisant le
changement de variable t = h−2/3(x − 1), on voit que ces ope´rateurs sont unitairement
e´quivalents aux ope´rateurs h2/3wNh et h
2/3wDh sur t ∈ Ih. 
t
−h−2/3
FIGURE 1.15 – Le potentiel translate´ puis dilate´ sur l’intervalle Ih.
1.5.1 De´veloppement asymptotique des valeurs propres
On de´montre un de´veloppement asymptotique pour les valeurs propres des ope´rateurs
wDh et w
N
h lorsque h tend vers 0. On rappelle que la suite (z
a
k)k≥1 est constitue´e des
racines de la fonction d’Airy inverse´e A (voir la de´finition 1.5). Le re´sultat suivant de´crit
le comportement des valeurs propres λNk (h) et λ
D
k (h) quand h tend vers 0 :
The´ore`me 1.16. De´finissons la phase
φh,k := −4
3
(
h−2/3 − zak
)3/2
.
On a lorsque le parame`tre h tend vers 0 les asymptotiques suivantes :
λNk (h) = z
a
k − ρkeφh,k
(
1 +
7
24
h+O(h4/3)
)
(1.63)
et
λDk (h) = z
a
k + ρke
φh,k
(
1− 5
24
h+O(h4/3)
)
(1.64)
avec ρk =
(
2pi
∫ zak
−∞ |A(t)|2 dt
)−1
.
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Preuve : Nous commenc¸ons par prouver l’asymptotique pour les valeurs propres du
proble`me de Dirichlet λDk (h). Nous allons de´montrer que λ
D
k (h) tend vers z
a
k quand le
parame`tre semi-classique h tend vers 0. Nous utiliserons ensuite le fait que l’e´quation aux
valeurs propres sur Ih a une base de solutions exactes donne´es par des translate´es des
fonctions d’Airy inverse´es A et B. Nous formerons une combinaison line´aire de ces deux
fonctions pour ve´rifier les conditions au bord. Les asymptotiques de A et B au voisinage
de −∞ permettront ensuite de trouver des de´veloppements des coefficients, et les condi-
tions aux bords donneront une e´quation implicite sur les valeurs propres. On utilisera fi-
nalement un argument de perturbation pour trouver le de´veloppement des valeurs propres.
ETAPE 1. On montre que λDk (h) = z
a
k +O (h
∞). Nous commenc¸ons par prouver que
λDk (h) ≤ zak +O (h∞) . (1.65)
Nous rappelons que A et B sont les fonctions d’Airy de premie`re et deuxie`me espe`ce
inverse´es (voir la figure 1.3). Nous utiliserons des de´veloppements asymptotiques de A et
B lorsque t tend vers −∞ (voir [AS64]) :
A(t) =
1
2
pi−1/2|t|−1/4e− 23 |t|3/2
(
1− 5
48
|t|−3/2 +O(t−2)
)
. (1.66a)
A′(t) =
1
2
pi−1/2|t|1/4e− 23 |t|3/2
(
1 +
7
48
|t|−3/2 +O(t−2)
)
. (1.66b)
B(t) = pi−1/2|t|−1/4e 23 |t|3/2
(
1 +
5
48
|t|−3/2 +O(t−2)
)
. (1.66c)
B′(t) = −pi−1/2|t|1/4e 23 |t|3/2
(
1− 7
48
|t|−3/2 +O(t−2)
)
. (1.66d)
Soit χh une fonction de troncature re´gulie`re valant 1 sur [−h−2/32 , 0] et dont le support est
inclus dans [−3h−2/3
4
, 0]. Soit fh,k(t) = χh(t)A(t+ zak). On commence par remarquer que
la fonction A(t+ zak) ve´rifie l’e´quation aux valeurs propres
−y′′(t)− ty(t) = zaky(t), t < 0 .
De plus, puisque A(zak) = 0, on a clairement fh,k ∈ Dom(wDh ). Comme la fonction
A(t+ zak) est a` de´croissance exponentielle en −∞, on a l’estimation :
‖wDh fh,k − zakfh,k‖L2(Ih) = O (h∞) .
Ainsi le the´ore`me spectral permet de montrer la majoration (1.65). Nous allons maintenant
utiliser encore une fois le fait que les vecteurs propres peuvent s’e´crire a` partir des fonc-
tions d’Airy translate´es. Nous notons uDh,k un vecteur propre normalise´ associe´ a` λ
D
k (h).
La fonction uDh,k est un vecteur propre de w
D
h si et seulement si l’e´quation diffe´rentielle
suivante est ve´rifie´e :{
−uDh,k ′′(t)−
(
t+ λDk (h)
)
uDh,k(t) = 0, t ∈ Ih (1.67a)
uDh,k(−h2/3) = uDh,k(0) = 0 (1.67b)
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Puisqu’une base des solutions sur R de l’e´quation diffe´rentielle (1.67a) est donne´e par les
fonctions A
(
t+ λDk (h)
)
et B
(
t+ λDk (h)
)
, on a
uDh,k(t) = αA
(
t+ λDk (h)
)
+ βB
(
t+ λDk (h)
)
, t ∈ Ih ,
avec α et β deux constantes de´pendant de h et de k. La condition de Dirichlet en x = −h−2/3
impose alors
β = −αA
(− h−2/3 + λDk (h))
B
(− h−2/3 + λDk (h)) . (1.68)
On utilise cette relation :
uDh,k(t) = α
(
A
(
t+ λDk (h)
)− A(− h−2/3 + λDk (h))
B
(− h−2/3 + λDk (h))B(t+ λDk (h))
)
.
D’apre`s (1.65) on a que λDk (h) est borne´e quand h tend vers 0, on a donc graˆce a` (1.66a)
et (1.66c) :
lim
h→0
A
(− h−2/3 + λDk (h))
B
(− h−2/3 + λDk (h)) = 0 .
La condition de Dirichlet en t = 0 impose donc
lim
h→0
A
(
λDk (h)
)
= 0 . (1.69)
Puisque λDk (h) est borne´e quand h tend vers 0, on a que
(
λDk (h)
)
h
a un moins une valeur
d’adhe´rence, qui est un des zan par passage a` la limite dans (1.69). Supposons que deux
valeurs propres λDk1(h) et λ
D
k2
(h), avec k1 6= k2 convergent vers la meˆme limite (a` extrac-
tion pre`s). Nous notons zan cette limite commune. Alors on a que u
D
h,k1
et uDh,k2 convergent
toutes les deux faiblement vers une solution du proble`me sur (−∞, 0] :
− y(t)′′ − ty(t) = zany(t) . (1.70)
De plus, puisque les vecteurs propres uDh,k1 et u
D
h,k2
sont normalise´s, leurs limites faibles
(note´es y1 et y2) sont dans L2((−∞, 0)). Or l’espace des solutions de (1.70) qui sont
dans L2((−∞, 0)) est de dimension 1. Donc il existe c 6= 0 tel que y2 = cy1. Or comme
k2 6= k1, on a 〈uDh,k1 , uDh,k2〉L2(Ih) = 0. En passant a` la limite quand h tend vers 0, on en
de´duit que y1 = y2 = 0. Utilisons maintenant un argument de compacite´. Soit  > 0. On
a que ∫
Ih
|(uDh,k1)′(t)|2 + |t||uDh,k1(t)|2 dt →h→0 z
a
n .
On a donc
∃C > 0, ∀0 < R < h−2/3,
∫ −R
−h−2/3
|uDh,k1 |2 dt <
C
R
.
On choisit donc h0 > 0 tel que Ch
2/3
0 < . On fixe R = h
−2/3
0 . On a
∀h ∈ (0, h0),
∫ −R
−h−2/3
|uDh,k1|2 dt <  .
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Or puisque uDh,k1 converge faiblement vers 0 quand h tend vers 0, on a∫ 0
−R
|uDh,k1|2 dt →h→0 0 .
Ceci contredit ‖uDh,k1‖L2(Ih) = 1. D’ou k1 = k2. On avait de´ja` montre´ que chaque λDk (h)
convergeait vers un zan (avec n ≤ k d’apre`s la majoration (1.65)). De plus deux valeurs
propres associe´es a` des ki diffe´rents ne peuvent converger vers le meˆme ze´ro d’Airy zan.
On en de´duit que
lim
h→0
λDk (h) = z
a
k . (1.71)
Le the´ore`me spectral permet aussi de dire que λDk (h) = z
a
k +O (h
∞).
ETAPE 2. On de´veloppe le coefficient β a` partir de (1.68). On utilise (1.66a) et (1.66c) :
on introduit la phase
φh,k = −4
3
(
h−2/3 − zak
)3/2
de sorte que l’on a le de´veloppement
A
(− h−2/3 + λDk (h))
B
(− h−2/3 + λDk (h)) = 12eφh,k
(
1− 5
24
(h−2/3 − zak)−3/2 +O
(
(h−2/3 − zak)−2
))
.
(1.72)
On fait alors les de´veloppements limite´s
(h−2/3 − zak)−3/2 = h+O
(
h5/3
)
et
(h−2/3 − zak)−2 = O
(
h4/3
)
.
On trouve en combinant (1.68) et (1.72) :
β = −α
2
eφh,k
(
1− 5
24
h+O(h4/3)
)
On introduit Rh,k = −2βα et on a
Rh,k = e
φh,k
(
1− 5
24
h+O(h4/3)
)
. (1.73)
On a donc
uDh,k(t) = α
(
A
(
t+ λDk (h)
)− Rh,k
2
B
(
t+ λDk (h)
))
.
On utilise maintenant la condition de Dirichlet en t = 0 pour obtenir une relation implicite
sur λDk (h) :
A(λDk (h))−
Rh,k
2
B(λDk (h)) = 0 . (1.74)
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ETAPE 3. On utilise un argument de perturbation : on pose δh,k = λDk (h)− zak. On sait que
δh,k = O(h
∞) de sorte que
A(λDk (h)) = δh,kA
′(zak) +O(δ
2
h,k)
et
B(λDk (h)) = B(z
a
k) + δh,kB
′(zak) +O(δ
2
h,k) .
On trouve en injectant cela dans (1.74) que
δh,k
(
A′(zak)−
Rh,k
2
B′(zak)
)
=
Rh,k
2
B(zak) +O(δ
2
h,k)
puis
δh,k =
B(zak)
2A′(zak)
Rh,k +O(R
2
h,k) +O(δ
2
h,k) .
A partir du comportement de Rh,k donne´ en (1.73), on trouve que
λDk (h) = z
a
k +
B(zak)
2A′(zak)
eφh,k
(
1− 5
24
h+O(h4/3)
)
.
On montre exactement de la meˆme manie`re un de´veloppement du proble`me de Neumann.
La condition de Neumann en t = −h2/3 donne cette fois-ci
β = −αA
′(− h−2/3 + λDk (h))
B′
(− h−2/3 + λDk (h))
soit en utilisant les asymptotiques (1.66b) et (1.66d) :
β =
α
2
eφh,k
(
1 +
7
24
h+O(h4/3)
)
.
On conclut de la meˆme manie`re et on trouve :
λNk (h) = z
a
k −
B(zak)
2A′(zak)
eφh,k
(
1 +
7
24
h+O(h4/3)
)
.
Afin de pouvoir comparer les valeurs des constantes ρk =
B(zak)
2A′(zak)
, on utilise la valeur du
Wronskien associe´ aux fonctions d’Airy : A′(zak)B(z
a
k) = A
′(0)B(0)− A(0)B′(0) = 2pi.
On a donc
ρk =
1
2piA′(zak)2
=
(
2pi
∫ zak
−∞
|A(t)|2 dt
)−1
, (1.75)
la dernie`re e´galite´ provenant de l’e´quation d’Airy. On constate que ρk > 0. 
Remarque 1.17. La phase φh,k admet un de´veloppement asymptotique :
φh,k = −4
3
h−1 + 2zakh
−1/3 − (z
a
k)
2
2
h1/3 − (z
a
k)
3
12
h+O
(
h5/3
)
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de sorte que l’on a les de´veloppements
λNk (h) = z
a
k−ρke−
4
3
h−1+2zakh
−1/3
(
1− (zak)2
2
h1/3 +
(zak)
4
8
h2/3 −
(
(zak)
6
48
+
(zak)
3
12
− 7
24
)
h+O(h4/3)
)
(1.76)
et
λDk (h) = z
a
k+ρke
− 4
3
h−1+2zakh
−1/3
(
1− (zak)2
2
h1/3 +
(zak)
4
8
h2/3 −
(
(zak)
6
48
+
(zak)
3
12
+ 5
24
)
h+O(h4/3)
)
.
(1.77)
Nous pouvons maintenant estimer l’effet tunnel du proble`me associe´ a` l’ope´rateur de
Schro¨dinger avec un potentiel en “pic” :
Corollaire 1.18. On de´finit le splitting des valeurs propres Eak(h) = λ2k(h) − λ2k−1(h).
Alors les valeurs propres de l’ope´rateur wh se regroupent en paires exponentiellement
proches, de plus on a l’asymptotique :
Eak(h) ∼
h→0
2ρkh
2/3e−
4
3
h−1+2zakh
−1/3
. (1.78)
Commentons cette asymptotique : pour un effet tunnel avec un double puits quadra-
tique, l’asymptotique attendue pour le splitting des valeurs propres a un terme dominant
en hαe−S0h−1 , ou` α est une constante et S0 est la distance d’Agmon entre les deux fonds
de puits (voir (1.52)). Ici on retrouve la valeur S0 = 43 qui est la distance d’Agmon entre
les deux minima du potentiel V (s) = 1− |s| sur [−1, 1] :
S0 :=
∫ 1
−1
√
1− |s| ds = 4
3
.
Pourtant l’asymptotique est diffe´rente a` cause du terme 2zakh
−1/3 dans l’exponentielle. Ce
terme tend vers +∞ lorsque h tend vers 0 avec une vitesse qui de´pend de k et ralentit la
convergence vers 0 de l’e´cart entre les valeurs propres.
Encore une fois on peut calculer la moyenne des paires de valeurs propres et la comparer
a` un proble`me mode`le :
Corollaire 1.19.
mak − zak :=
λ2k−1(h) + λ2k(h)
2
− zak ∼
h→0
−ρk
2
h5/3e−
4
3
h−1+2zakh
−1/3
. (1.79)
On constate a` nouveau que la moyenne de la k-ie`me paire de valeurs propres est tre`s
proche de la valeur propre d’un proble`me mode`le : le k-ie`me ze´ro de la fonction d’Airy.
Puisque ρk > 0 d’apre`s (1.75), cette moyenne est infe´rieure a` zak. Nous pouvons comparer
les ordres de grandeur de l’effet tunnel et de cet effet de “moyenne centre´e”. Soit
pak(h) =
mak − zak
Eak(h)
.
Alors on a
pak(h) ∼
h→0
−h
4
. (1.80)
Il est remarquable que le premier terme du de´veloppement asymptotique de pak(h) soit le
meˆme que celui calcule´ en (1.57) et qu’il ne de´pende pas de k.
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1.5.2 Simulations nume´riques pour le double puits
Nous e´tudions l’ope´rateur −h2∂2x + 1 − x sur [0, 1] avec conditions de Dirichlet en 1
et respectivement Dirichlet et Neumann en 0. Nous notons respectivement a˘Nk (h) et a˘
D
k (h)
la k-ie`me valeur propre obtenue nume´riquement pour ce proble`me. Nous avons pris 100
e´le´ments finis de taille 0.01 et de degre´s P10. Nous notons
E˘ak(h) := a˘
D
k (h)− a˘Nk (h)
l’effet tunnel constate´ nume´riquement. Le pas h est choisi suffisamment petit pour eˆtre
dans un re´gime asymptotique, mais puisque les asymptotiques ont un terme dominant ex-
ponentiellement de´croissant, on ne distingue plus les valeurs propres si h est trop petit.
Ainsi si h < 0.02, on a E˘ak(h) = 0 avec une pre´cision de 12 chiffres. On fait donc varier
h avec un pas de 0.005 de h = 0.02 a` h = 0.2, puis avec un pas plus large (0.02) pour
les valeurs supe´rieures a` h = 0.2 (car nous ne sommes de´ja` plus dans le re´gime asymp-
totique). Nous prenons pour za1 et A
′(za1) des valeurs nume´riques approche´es fournies par
[AS64]. Nous avons
za1 ' 2.338107410459767 et ρ1 = 0.647372020741386 .
Nous avons repre´sente´ la premie`re paire de valeurs propres sur la figure 1.16. On voit
qu’elle converge bien vers za1. On rappelle que d’apre`s (1.78) on s’attend a` voir pour h
petit :
E˘a1(h) ' 2ρ1e−
4
3
(h−2/3−za1)3/2 .
Puisque ρ1 est positif d’apre`s (1.75), on peut de´finir κ := log(2ρ1). On a l’asymptotique
the´orique quand h tend vers 0 :
log
(
Ea1(h)
) ∼ κ− 4
3
(h−2/3 − za1)3/2 + o(h−2/3 − za1)3/2 . (1.81)
On peut de´velopper cette asymptotique :
log
(
Ea1(h)
)
= κ− 4
3
h−1 + 2za1h
−1/3 + o
(
h−1/3
)
.
On compare cela avec les valeurs log
(
E˘a1(h)
)
calcule´es nume´riquement sur la figure 1.17.
On retrouve le comportement pre´vu et on constate que le terme 2za1h
−1/3 qui tend vers +∞
modifie bien l’asymptotique des valeurs propres. Afin de bien de´tecter le comportement
de la phase, nous calculons la quantite´ log | log (E˘a1(h))| en fonction de log h. Rappelons
que graˆce a` (1.81), nous avons le de´veloppement the´orique
log | log (Ea1(h))| = log 43 + 32 log (h−2/3 − za1)+ o(1) .
On peut faire un de´veloppement de ces quantite´s quand h tend vers 0 :
log | log (Ea1(h))| = log 43 − log h− 32za1h2/3 + o (h3/2) .
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FIGURE 1.16 – Les premie`res valeurs propres a˘N1 (h) et a˘
D
1 (h) selon h .
On s’attend donc a` ce que log | log (E˘a1(h))| ait asymptotiquement un comportement af-
fine en log h. On observe sur la figure 1.18 ce comportement : quand h tend vers 0
le logarithme de la phase est proche de log(4/3) − log h. Comme pour la figure 1.17,
on voit clairement que l’asymptotique a` 3 termes est plus proche des valeurs calcule´es
nume´riquement. La comparaison est encore meilleure si on trace la quantite´ log 4
3
+
3
2
log
(
h−2/3 − za1
)
sans en faireNotations]faire un de´veloppement asymptotique.
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FIGURE 1.17 – log
(
E˘a1(h)
)
selon h et les asymptotiques the´oriques de la phase.
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FIGURE 1.18 – log
∣∣ log (E˘a1(h))∣∣ selon log h et les asymptotiques the´oriques du loga-
rithme de la phase.
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Chapitre 2
Etude d’un ope´rateur de Schro¨dinger
avec potentiel de´ge´ne´re´ sur le demi-plan
Nous avons rappele´ dans la section B.6 le roˆle de l’ope´rateur Lθ (avec θ ∈ [0, pi2 ])
dans l’e´tude du comportement semi-classique de l’ope´rateur de Schro¨dinger magne´tique
dans des ouverts re´guliers de R3. Cet ope´rateur a de´ja` e´te´ e´tudie´ dans la litte´rature (voir
par exemple [LP00b], [HM02], [MT05] ou plus re´cemment [Ray09b]) : il s’agit d’un
ope´rateur de Schro¨dinger avec un potentiel e´lectrique positif sur un domaine non borne´.
Deux faits rendent son e´tude originale : d’une part nous avons une condition de Neumann
sur le bord du domaine d’inte´gration, et d’autre part l’ensemble des points ou` le potentiel
e´lectrique s’annule est une demi-droite : les minima du potentiel sont de´ge´ne´re´s.
L’essentiel de ce chapitre est issu de [BNDPR12]. Dans la section 2.1 nous commenc¸ons
par rappeler des faits connus sur l’ope´rateur Lθ, en particulier qu’il existe une valeur
propre pour Lθ sous le spectre essentiel de`s que θ ∈ (0, pi2 ). Nous proposons des estima-
tions pour les premie`res valeurs propres dont une majoration base´e sur une construction
“naı¨ve” de quasi-modes. Dans la section 2.2, nous de´montrons que les vecteurs propres
associe´s a` des valeurs propres situe´es sous le spectre essentiel de´croissent exponentielle-
ment vite quand on s’e´loigne de l’origine. Nous ame´liorons ainsi le re´sultat de [Ray09b].
Un deuxie`me re´sultat de de´croissance, dit “anisotrope” vient comple´ter le comportement
des vecteurs propres : ceux-ci sont concentre´s dans la valle´e d’annulation du potentiel.
Des calculs nume´riques viennent illustrer ces re´sultats. On s’inte´resse ensuite au compor-
tement du spectre quand θ → 0. On montre dans la section 2.3 que le nombre de valeurs
propres sous le spectre essentiel tend vers l’infini et on en donne une minoration. Nous
montrons aussi que les valeurs propres se densifient dans l’intervalle (Θ0, 1). Dans la sec-
tion 2.4, nous construisons des quasi-mode en puissances de θ pour Lθ quand θ tend vers
0. Pour cela on re´alise des changements de variables bien choisis qui permettent de se ra-
mener a` un proble`me semi-classique. Nous de´veloppons l’ope´rateur en puissances du pa-
rame`tre et nous cherchons une paire propre sous la forme de se´ries formelles. Le the´ore`me
spectral valide cette approche et fournit une majoration pour la n-ie`me valeur propre.
La dernie`re section est consacre´e a` la preuve de l’asymptotique des valeurs propres. On
re´alise une approximation de Born-Oppenheimer en introduisant un ope´rateur unidimen-
sionnel mode`le dont le spectre est connu. Un proce´de´ de Grushin permet de comparer
l’asymptotique cherche´e avec le spectre de l’ope´rateur mode`le : on montre ainsi que le
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de´veloppement obtenu par construction de quasi-modes correspond a` l’asymptotique des
valeurs propres quand θ tend vers 0.
Nous notons x = (s, t) les coordonne´es carte´siennes et nous rappelons que R2+ =
{(s, t) ∈ R2, t > 0} est le demi-plan supe´rieur et n = (0, 1) la normale rentrante. Le
potentiel e´lectrique Vθ est de´fini par
Vθ : x = (s, t) 7→ (t cos θ − s sin θ)2 .
L’ope´rateur de Schro¨dinger (avec condition de Neumann) associe´ Lθ est de´fini par
Lθ = −∂2t − ∂2s + Vθ , (s, t) ∈ R2+ (2.1)
sur le domaine
Dom(Lθ) = {u ∈ L2(R2+), Vθu ∈ L2(R2+),n.∇u|t=0 = 0} .
Le potentiel e´lectrique Vθ est positif sur R2+ et s’annule sur la droite t cos θ = s sin θ
(voir la figure 2.1). Cette droite fait un angle de θ avec le bord du demi-plan. La forme
O
R2+
θ s
t Vθ = 0
FIGURE 2.1 – Le demi-plan R2+ et la droite d’annulation du potentiel e´lectrique.
quadratique associe´e a` l’ope´rateur est
qθ(u) =
∫
R2+
|∇u|2 + Vθ|u|2 dx (2.2)
de´finie sur le domaine de forme
Dom(qθ) = {u ∈ H1(R2+), |t cos θ − s sin θ|u ∈ L2(R2+)} .
Nous de´finissons e´galement aθ la forme biline´aire syme´trique associe´e a` qθ :
aθ(u, v) =
∫
R2+
∇u · ∇v + Vθuv dx .
Nous notons σk(θ) le k-ie`me quotient de Rayleigh de Lθ de´fini par le principe du min-
max. En particulier σ1(θ) est le bas du spectre de Lθ.
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2.1 Premie`res estimations sur le bas du spectre
Rappelons que l’ope´rateur Lθ a e´te´ introduit pour e´tudier le spectre de PAθ,R3+ dans
le cas θ 6= 0 (voir la section B.6). Nous pouvons ne´anmoins calculer le bas du spectre de
l’ope´rateur Lθ pour θ = 0 : on a
L0 = −∂2t − ∂2s + t2 , (s, t) ∈ R2+
et une transformation de Fourier par rapport a` la variable s permet d’affirmer que
L0 =
∫ ⊕
R
−∂2t + t2 + ξ21 dξ1 .
La condition de Neumann en {t = 0} permet de se ramener aux fonctions paires par
rapport a` la variable t (voir le corollaire 1.2). Comme le spectre de −∂2t + t2 + ξ21 sur
t ∈ R vaut [1 + ξ21 ,+∞), on en de´duit
S
(L0) = Sess(L0) = [1,+∞) (2.3)
et donc
σ1(0) = 1 .
Remarque 2.1. Il faut comparer ce re´sultat avec (B.26) : le spectre de notre ope´rateur
mode`le Lθ pour θ = 0 ne correspond pas au spectre de l’ope´rateur de Schro¨dinger sur le
demi-espace avec champ magne´tique tangent au bord (lequel vaut [Θ0,+∞)). Rappelons
que l’ope´rateurHθ,τ est de´fini comme la re´alisation de Neumann de
−∂2s − ∂2t + (τ + s sin θ − t cos θ)2 , (s, t) ∈ R2+
et que
σ(θ) = inf
τ
infS (Hθ,τ ) .
Il est prouve´ que dans les cas θ ∈ (0, pi
2
], le spectre de l’ope´rateur Hθ,τ ne de´pend pas de
τ . Rappelons aussi la de´finition de σ1(θ) pour θ ∈ [0, pi2 ] :
σ1(θ) = infS (Lθ) . (2.4)
PuisqueHθ,0 = Lθ, on a
∀θ ∈ (0, pi
2
], σ(θ) = σ1(θ) .
Par contre, dans le cas θ = 0, le spectre de l’ope´rateur Hθ,τ de´pend de τ , et la plus
petite valeur propre pour τ = 0 ne correspond pas a` l’infimum des spectres de la famille
d’ope´rateurs H0,τ . Ainsi nous avons inf (S (L0)) = 1, mais cette valeur ne correspond
pas a` σ(0) = Θ0 :
σ(0) 6= σ1(0) .
Le spectre de l’ope´rateur Lθ dans l’autre cas limite (θ = pi2 ) est aussi explicite : il est
de´montre´ dans [HM02] que l’on a
S
(Lpi
2
)
= Sess
(Lpi
2
)
= [1,+∞)
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et ainsi
σ1(θ) = 1 .
Nous rappelons maintenant des re´sultats sur la nature du spectre quand θ ∈ (0, pi
2
). Le
lemme de Persson (voir (B.12)) permet de trouver le spectre essentiel de l’ope´rateur dans
le cas θ ∈ (0, pi
2
) :
Proposition 2.2. On a
∀θ ∈ (0, pi
2
), Sess
(Lθ) = [1,+∞) . (2.5)
La de´monstration pourra eˆtre trouve´e dans [HM02]. La preuve utilise (B.16) et (1.6).
Une fois que le spectre essentiel est de´termine´, il est naturel de chercher des valeurs
propres discre`tes situe´es sous le spectre essentiel :
Proposition 2.3. On a existence d’une valeur propre sous le spectre essentiel de`s que la
droite d’annulation du potentiel n’est ni tangente ni perpendiculaire au bord du demi-
plan :
∀θ ∈ (0, pi
2
), σ1(θ) < 1 . (2.6)
La de´monstration consiste a` construire un quasi-mode dont l’e´nergie est strictement plus
petite que 1 et d’utiliser le principe du min-max (voir [LP00a] par exemple). On peut noter
que ce quasi-mode a une e´nergie tre`s proche de 1.
Remarque 2.4. Nous proposons maintenant une analogie entre l’existence de spectre
discret pour l’ope´rateur Lθ de`s que θ ∈ (0, pi2 ) et l’e´tude des guides d’ondes quantiques,
en effet on sait que le laplacien de Dirichlet dans un guide d’ondes “courbe´” posse`de du
spectre discret sous son spectre essentiel : la de´monstration est analogue a` celle de (2.6)
(voir [DE95] et [CDFK05]).
Pour faire l’analogie, nous utilisons a` nouveau un argument de syme´trie : puisque l’ope´ra-
teur Lθ est de´fini par une condition de Neumann sur le bord {t = 0}, le proble`me sur le
demi-plan est e´quivalent au proble`me sur le plan avec un potentiel “syme´trise´” qui atteint
son minimum le long de la re´union de deux demi-droites. Si on admet que le potentiel
confine bien les vecteurs propres le long de cette ligne brise´e, on voit l’analogie avec un
guide d’ondes a` coin (qui est un cas de´ge´ne´re´ des guides d’ondes courbe´s). L’existence
de spectre discret pour un tel guide d’ondes est connue (voir [ESˇSˇ89]) et cette analogie
a motive´ une e´tude plus pousse´e du spectre du laplacien de Dirichlet dans des guides
d’ondes a` coin ([DR11]).
2.1.1 Monotonie et re´gularite´
Nous rappelons des proprie´te´s connues sur les fonctions σk(θ) :
Proposition 2.5. Les fonctions θ 7→ σk(θ) sont continues et croissantes sur (0, pi2 ).
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Preuve : Nous re´alisons la rotation{
u1 = t cos θ − s sin θ
u2 = t sin θ + s sin θ
puis le changement d’e´chelle {
y1 = −u1
y2 = u2 tan θ
qui montrent que l’ope´rateur Lθ est isospectral a` la re´alisation de Neumann de
−∂2y1 − (tan θ)2∂2y2 + y21
sur un domaine qui ne de´pend pas de θ. On de´duit de la the´orie des perturbations que
les fonctions σk sont continues, et le principe du min-max montre que ces fonctions sont
aussi croissantes. 
On a (voir [LP00b, lemme 3.6]) que la premie`re valeur propre est simple, et que la fonc-
tion propre associe´e est de signe constant et ne s’annule pas. On peut en de´duire d’apre`s
[Kat95, chapitre 7] que θ → σ1(θ) est analytique sur (0, pi2 ). Dans [HM02, Lemme 3.9]
les auteurs de´montrent la stricte croissance sur (0, pi
2
) de la premie`re valeur propre : il faut
utiliser la formule de Feynman-Hellmann en un possible minimum local pour trouver une
contradiction. Nous ame´liorons ce re´sultat en montrant la stricte croissance des valeurs
propres lorsqu’elles sont sous le spectre essentiel :
Proposition 2.6. Soit N ≥ 1 un entier, nous supposons qu’il existe θ∗ ∈ (0, pi2 ) tels que
les assertions (a) et (b) sont ve´rifie´es :
(a) σN(θ∗) < 1 ;
(b) Les valeurs propres (σn(θ∗))1≤n≤N sont toutes simples.
On peut donc de´finir
θmax := sup{θ ∈ (0, pi
2
], σN(θ) < 1} .
Alors pour tout 1 ≤ n ≤ N , les fonctions θ 7→ σn(θ) sont strictement croissantes sur
(0, θmax).
Preuve : Supposons donc que les assertions (a) et (b) sont ve´rifie´es. D’apre`s la the´orie
des perturbations de Kato, les graphes des fonctions (σn(θ))1≤n≤N pour θ ∈ (0, θmax)
correspondent aux graphes de N courbes analytiques distinctes, et donc se coupent en un
ensemble de points discret. Les valeurs propres sont donc de multiplicite´ 1 (et sont donc
de´rivables) sauf sur un ensemble discret de points. Soit n un entier ve´rifiant 1 ≤ n ≤ N et
soit I ⊂ (0, θmax) un intervalle tel que les valeurs propres σn(θ) sont simples pour θ ∈ I .
Pour montrer que la fonction θ 7→ σn(θ) est strictement croissante sur I , nous reprenons
la de´monstration de [HM02, lemme 3.9] : on re´alise le changement d’e´chelle{
v1 = t cos θ
v2 = s sin θ
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qui montre que Lθ est unitairement e´quivalent a` la re´alisation de Neumann de
L̂θ := −(cos θ)2∂2v1 − (sin θ)2∂2v2 + (v1 − v2)2, (v1, v2) ∈ R2+ .
Puisque les valeurs propres σn(θ) sont simples pour θ ∈ I , la fonction σn est de´rivable sur
I . La formule de Feynman-Hellmann nous permet de calculer cette de´rive´e : si on note
ûθ,n un vecteur propre normalise´ de L̂θ associe´ a` la valeur propre σn(θ), on a
σ′n(θ) = − sin θ cos θ
(‖∂v1ûθ,n‖2L2(R2+) − ‖∂v2ûθ,n‖2L2(R2+)) .
Supposons que σn ne soit pas strictement croissante sur I , on a alors qu’il existe θ0 ∈ I
tel que σ′n(θ0) = 0. La formule de Feynman-Hellmann nous donne
‖∂v1ûθ0,n‖2L2(R2+) = ‖∂v2ûθ0,n‖
2
L2(R2+)
et on a alors
〈L̂θûθ0,n, ûθ0,n〉L2(R2+) = ‖∂v2ûθ0,n‖2L2(R2+) + ‖(v2 − v1)ûθ0,n‖
2
L2(R2+)
.
Puisque v2 ∈ R, le membre de droite est clairement plus grand que la plus petite valeur
propre de l’oscillateur harmonique re´el h. On a donc prouve´
〈L̂θûθ0,n, ûθ0,n〉L2(R2+) ≥ 1 .
Puisque 〈L̂θûθ0,n, ûθ0,n〉L2(R2+) = σn(θ0), on a une contradiction avec le fait que σn(θ0) est
une valeur propre sous le spectre essentiel. On de´duit que la fonction σn(θ) est strictement
croissante sur I . Puisque cette fonction est de´rivable sur (0, θmax) sauf sur un ensemble
discret de points et qu’elle est croissante, on de´duit qu’elle est strictement croissante sur
(0, θmax). 
Remarque 2.7. Nous de´montrerons dans la section 2.5 que les assertions (a) et (b) peuvent
toujours eˆtre ve´rifie´es : pour N ≥ 1 fixe´, il suffit d’apre`s le the´ore`me 2.37 de prendre θ∗
suffisamment petit.
2.1.2 Encadrement des valeurs propres et illustrations nume´riques
Nous donnons maintenant une majoration pour les premie`res valeurs propres de l’ope´rateur
Lθ pour θ ∈ (0, pi2 ). Pour cela nous construisons des quasi-modes a` partir des ope´rateurs
mode`les hNξ0 et h. Nous rappelons que u
N
ξ0
est la fonction propre associe´e a` la premie`re
valeur propre Θ0 de hNξ0 et que ψn est la n-ie`me fonction d’Hermite. Nous de´finissons
pour n ≥ 1 le quasi-mode normalise´ u˜n,θ par
u˜n,θ(s, t) := (cos θ sin θ)
1
4uNξ0(t
√
cos θ)ψn
(
s
√
sin θ − ξ0
tan θ
)
. (2.7)
2.1. PREMIE`RES ESTIMATIONS SUR LE BAS DU SPECTRE 89
Lemme 2.8. L’e´nergie de ce quasi-mode se calcule :
∀n ≥ 1,∀θ ∈ (0, pi
2
), qθ(u˜n,θ) = Θ0 cos θ + (2n− 1) sin θ . (2.8)
Preuve : Commenc¸ons par remarquer que la fonction u˜n,θ est bien dans le domaine
de forme Dom(qθ) si θ ∈ (0, pi2 ). On re´alise le changement de variables suivant dans la
forme quadratique qθ :  y = s
√
sin θ − ξ0√
tan θ
z = t
√
cos θ .
(2.9)
On trouve
qθ(u˜n,θ) =
∫
R2+
(
cos θ|(uNξ0)′(z)ψn(y)|2 + sin θ|uNξ0(z)ψ′n(y)|2
+ (y
√
cos θ − y
√
sin θ − ξ0
√
cos θ)2|uNξ0(z)ψn(y)|2
)
dy dz
= cos θ
∫
R2+
(|(uNξ0)′(z)ψn(y)|2 + (z − ξ0)2|uNξ0(z)ψn(y)|2) dy dz
+ sin θ
∫
R2+
(|uNξ0(z)ψ′n(y)|2 + y2|uNξ0ψn(y)|2) dy dz
− 2
√
sin θ
√
cos θ
∫
R2+
y(z − ξ0)|uNξ0(z)ψn(y)|2 dy dz .
On a les relations suivantes :∫
R
|ψ′n(y)|2 + y2|ψn(y)|2 dy = 2n− 1 ,∫
R+
|(uNξ0)′(z)|2 + (z − ξ0)2|uNξ0(z)|2 dz = Θ0 ,∫
R+
(z − ξ0)|uNξ0(z)|2 dz = 0 .
En effet les deux premie`res sont des conse´quences de l’e´quation aux valeurs propres pour
ψn et uNξ0 tandis que la troisie`me provient de (1.16). On a donc
qθ(u˜n,θ) = Θ0 cos θ‖ψn‖2L2(R) + (2n− 1) sin θ‖uNξ0‖2L2(R+) .
Puisque uNξ0 et ψn sont normalise´es, on a (2.8). 
Afin d’appliquer le principe du min-max, on montre le re´sultat suivant :
Lemme 2.9. Les fonctions (u˜n,θ)n≥1 sont orthogonales pour la forme biline´aire syme´trique
aθ.
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Preuve : Soient n 6= m deux entiers distincts, on applique de nouveau le changement
de variables (2.9) :
aθ(u˜n,θ, u˜m,θ) = Θ0 cos θ
∫
R
ψn(y)ψm(y) dy
+ sin θ
∫
R
ψ′n(y)ψ
′
m(y) + y
2ψn(y)ψm(y) dy
− 2
√
sin θ
√
cos θ
∫
R2+
y(z − ξ0)ψn(y)ψm(y)|uNξ0(z)|2 dy dz .
Le premier terme est nul puisque les fonctions d’Hermite sont orthogonales deux a` deux.
Pour le second terme, nous reconnaissons la forme biline´aire associe´e a` l’oscillateur har-
monique h, on fait donc une inte´gration par partie :∫
R
ψ′n(y)ψ
′
m(y) dy =
∫
R
−ψ′′n(y)ψm(y) dy
=
∫
R
(2n+ 1− y2)ψn(y)ψm(y) dy
= −
∫
R
y2ψn(y)ψm(y) dy .
Pour le troisie`me terme, on utilise encore (1.16). On en de´duit
aθ(u˜n,θ, u˜m,θ) = 0 .

On applique le principe du min-max aux fonctions u˜n,θ et on de´duit des lemmes 2.8 et
2.9 la majoration suivante :
Proposition 2.10.
∀n ≥ 1,∀θ ∈ (0, pi
2
), σn(θ) ≤ Θ0 cos θ + (2n− 1) sin θ . (2.10)
Une technique classique pour minorer le bas du spectre d’un ope´rateur est de de´couper
celui-ci en deux parties que l’on minore inde´pendamment par des ope´rateurs mode`les. La
preuve suivante est issue de [HM02, section 1.4] mais l’estimation n’y est pas optimale,
nous pre´sentons la de´monstration puisque la technique sera a` nouveau utilise´e plus tard.
Nous ame´liorons l’estimation comme propose´ en [HM02, remarque 3.6].
Proposition 2.11. On a la minoration suivante :
∀θ ∈ (0, pi
2
), σ1(θ) ≥
√
Θ20 cos
2 θ + sin2 θ . (2.11)
Preuve : Nous e´crivons
Lθ =
(−∂2t + ρ2Vθ)+ (−∂2s + (1− ρ2)Vθ) , (2.12)
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avec ρ ∈ [0, 1] un parame`tre. On introduit
L1θ, ρ = −∂2t + ρ2Vθ
sur R2+ avec condition de Neumann au bord. On re´alise le changement d’e´chelle T =√
ρ cos θt pour voir que L1θ,ρ est unitairement e´quivalent a` la re´alisation de Neumann sur
R2+ de
ρ cos θ
(
−∂2T + (T − ρ sin θ√ρ cos θs)2
)
.
Ainsi en se souvenant que pour tout re´el τ on a µN1 (τ) ≥ Θ0 on trouve que
infS
(
L1θ, ρ
) ≥ ρΘ0 cos θ .
On introduit de meˆme
L2θ, ρ = −∂2s + (1− ρ2)Vθ
et des changements d’e´chelle permettent de comparer son spectre avec celui de l’oscilla-
teur harmonique h. On trouve
infS
(
L2θ, ρ
) ≥√1− ρ2 sin θ .
On a donc montre´ en utilisant (2.12) :
∀ρ ∈ [0, 1], σ1(θ) ≥ ρΘ0 cos θ +
√
1− ρ2 sin θ . (2.13)
Afin d’optimiser cette minoration on prend
ρ =
Θ0 cos θ√
Θ20 cos
2 θ + sin2 θ
et on trouve (2.11). 
Nous re´sumons les estimations trouve´es pour la premie`re valeur propre dans l’encadre-
ment suivant (voir la figure 2.10) :
∀θ ∈ (0, pi
2
),
√
Θ20 cos
2 θ + sin2 θ ≤ σ1(θ) ≤ min (Θ0 cos θ + sin θ, 1) . (2.14)
On en de´duit le comportement en θ = pi
2
pour la premie`re valeur propre :
lim
θ→pi
2
σ1(θ) = 1 . (2.15)
Ainsi la fonction σ1 est continue dans un voisinage de θ = pi2 . On a aussi montre´ que
∀n ≥ 1, ∀θ ∈ (0, pi
2
), Θ0 ≤ σn(θ) ≤ Θ0 cos θ + (2n− 1) sin θ .
On en de´duit la limite quand θ tend vers 0 de la n-ie`me valeur propre :
∀n ≥ 1, lim
θ→0
σn(θ) = Θ0 . (2.16)
92 CHAPITRE 2. OPE´RATEURS DE SCHRO¨DINGER SUR LE DEMI-PLAN
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
1.1
1.2
 
 
m1(e)
(O0
2 sin2e+cos2e)1/2
O0sine+cose
FIGURE 2.2 – Illustration de la fonction σ1(θ) en fonction de ϑ := 2θpi et les encadrants de
l’estimation (2.14) pour θ ∈ (0, pi
2
).
Ainsi la fonction σ1(θ) se prolonge en une fonction continue sur (0, pi2 ] mais n’est pas
continue en θ = 0 puisque σ1(0) = 1. Par syme´trie, la fonction σ1(θ) est donc continue
sur (0, pi) (voir la figure 2.4).
Les re´sultats nume´riques suivants sont issus de [BNDPR12]. Nous calculons nume´riquement
les premie`res paires propres de Lθ pour diffe´rentes valeurs de θ. Nous utilisons la librairie
d’e´le´ments finis MELINA sur un domaine borne´ qui approche R2+. Nous de´finissons
Ra,b,c = (−a, b)× (0, c)
le rectangle qui servira pour approcher le demi-plan. Nous de´finissons Lθ,R comme e´tant
l’ope´rateur −∆ +Vθ avec condition de Neumann sur le bord {t = 0} et conditions de Di-
richlet sur la frontie`re artificielle {s = −a}∪{s = b}∪{t = c}.Nous notons σn(θ, a, b, c)
sa n-ie`me valeur propre. Puisque le domaine de Lθ,R s’injecte dans celui de Lθ, on a :
σn(θ) ≤ σn(θ, a, b, c) . (2.17)
Pour la meˆme raison, σn(θ, a, b, c) est e´galement de´croissante par rapport aux parame`tres
a, b et c. En utilisant le the´ore`me 2.15 qui sera de´montre´ dans la partie suivante, on peut
voir que quand a, b et c tendent vers l’infini, on a que σn(θ, a, b, c) converge vers σn(θ),
et les vecteurs propres de Lθ,R tendent en norme H1 vers ceux de Lθ.
Nous rappelons que la me´thode de calcul est conforme : les valeurs propres calcule´es
nume´riquement sont toujours supe´rieures aux valeurs propres the´oriques. Pour les valeurs
propres repre´sente´es sur les figures 2.16 et 2.3, le domaine de calcul est fixe´ : il s’agit de
R = (−100, 100)× (0, 100). Il est compose´ de 15 e´le´ments de degre´ Q10 dans chaque di-
rection. Nous repre´sentons sur la figure 2.2 la premie`re valeur propre deLθ et les fonctions
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FIGURE 2.3 – Illustration des fonctions σn(θ) en fonction de ϑ := 2θpi pour n = 1, . . . , 4.
Leur limite quand θ tend vers 0 est bien Θ0.
FIGURE 2.4 – La fonction σ1(θ) en fonction de ϑ := 2θpi prolonge´e par syme´trie. Ces
calculs illustrent le corollaire 2.13 : la fonction σ1(θ) est de classe C1 sur (0, pi) et sa
de´rive´e est nulle en pi
2
.
intervenant dans l’encadrement (2.10) en fonction de ϑ := 2θ/pi. Sur la figure 2.3 on voit
les 4 premie`res valeurs propres sous le spectre essentiel. Ces simulations illustrent claire-
ment le re´sultat (2.16). Le spectre de Lθ est calcule´ pour ϑ = k/100 avec k = 1, . . . , 100.
Sur la figure 2.4, nous avons syme´trise´ les calculs de σ1(θ) par rapport a` l’axe {ϑ = 1}
afin de repre´senter la fonction σ1 sur (0, pi).
2.1.3 Un re´sultat sur la de´rive´e
On remarque sur la figure 2.2 que la de´rive´e de σ1 semble tendre vers 0 pre`s de θ = pi2 .
On se propose ici d’e´tudier ce phe´nome`ne.
Proposition 2.12. On a l’estimation suivante sur la de´rive´e :
∀θ ∈ (0, pi
2
), 0 ≤ σ′1(θ) ≤ σ1(θ)
cos θ
sin θ
. (2.18)
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Preuve : Nous suivons une ide´e de formule du Viriel que l’on peut trouver dans
[Ray10] : pour γ ≥ 0 nous introduisons l’ope´rateur
Lθ,γ := −∂2t − ∂2s +
(
t(cos θ + γ)− s sin θ)2 (2.19)
sur R2+ avec condition de Neumann au bord. Nous notons σ1(θ, γ) le bas du spectre de
Lθ,γ . Nous de´finissons ρ > 0 et α ∈ (0, pi2 ) comme le couple ve´rifiant
cos θ + γ = ρ cosα et sin θ = ρ sinα.
En re´alisant le changement d’e´chelle (t˘, s˘) = ρ−1/2(s, t), on voit que Lθ,γ est unitairement
e´quivalent a` ρLα, on a donc σ1(θ, γ) = ρσ1(α), soit en explicitant ρ et α :
σ1(θ, γ) =
√
(cos θ + γ)2 + sin2 θ σ1
(
arctan( sin θ
cos θ+γ
)
)
. (2.20)
En particulier on a
∂γσ1(θ, 0) = σ1(θ) cos θ − σ′1(θ) sin θ . (2.21)
On exprime maintenant ∂γσ1(θ, γ) a` l’aide d’une formule de Feynman-Hellmann pour
trouver son signe. En re´alisant le changement de variable t˜ = (cos θ + γ)t, on a que Lθ,γ
est unitairement e´quivalent a`
L˜θ,γ := −(cos θ + γ)2∂2t˜ − ∂2s + (t˜− s sin θ)2 .
Puisque sa plus petite valeur propre est simple (car c’est aussi la plus petite valeur propre
de ρLα), la formule de Feynman-Hellmann s’applique :
∂γσ1(θ, γ) = 2(cos θ + γ)
∫
R2+
|∂t˜u˜θ,γ|2 ds dt˜
avec u˜θ,γ le premier vecteur propre de L˜θ,γ . Si on avait ∂γσ1(θ, γ) = 0, alors on aurait
∂t˜u˜θ,γ = 0 presque partout, ce qui contredirait u˜θ,γ ∈ L2(R2+). Donc on a
∀γ ≥ 0, ∂γσ1(θ, γ) > 0 .
En combinant ceci avec (2.21), on trouve
∀θ ∈ (0, pi
2
), σ1(θ) cos θ − σ′1(θ) sin θ > 0 .
Puisque σ1 est strictement croissante sur (0, pi2 ), on de´duit du lemme l’encadrement
∀θ ∈ (0, pi
2
), 0 ≤ σ′1(θ) ≤ σ1(θ)
cos θ
sin θ
.

Corollaire 2.13. La fonction θ → σ1(θ) se prolonge en une fonction de classe C1 sur
(0, pi
2
]. De plus la fonction ainsi prolonge´e ve´rifie
σ′1
(
pi
2
)
= 0 .
Rappelons que la fonction θ → σ1(θ) de´finie sur (0, pi) n’e´tait a priori pas de´rivable
en θ = pi
2
puisque le bas du spectre de Lpi
2
correspond a` du spectre essentiel. Or cette
fonction est syme´trique par rapport a` θ = pi
2
et le corollaire pre´ce´dent montre donc qu’elle
se prolonge a` l’intervalle (0, pi) en une fonction de classe C1 dont la de´rive´e est nulle en
θ = pi
2
(voir la figure 2.4).
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2.2 Localisation des vecteurs propres : estimations d’Ag-
mon
Nous allons utiliser les formules de la section B.4 pour montrer des estimations de
concentrations des fonctions propres. Dans un premier temps nous montrons une estima-
tion isotrope de de´croissance exponentielle base´e sur la connaissance du spectre essen-
tiel de l’ope´rateur. On de´montre ensuite que les fonctions propres ve´rifient une proprie´te´
tre`s ge´ne´rale des ope´rateurs de Schro¨dinger : elles sont concentre´es dans la “valle´e” du
potentiel {t cos θ − s sin θ = 0}. Nous illustrons les de´croissances associe´es aux deux
phe´nome`nes par des simulations nume´riques.
Nous commenc¸ons par un lemme qui permet de relier l’e´nergie d’une fonction propre
sur deux sous-domaines de Ω. Ce lemme est une conse´quence directe des formules de´montre´es
dans la section B.4
Lemme 2.14. Soit (σ, uσ) une paire propre de Lθ et soit Φ une fonction borne´e uni-
forme´ment Lipschitzienne de´finie sur R2+. Nous avons l’identite´ suivante :∫
R2+
|∇(eΦuσ)|2 +
∫
R2+
(
Vθ − σ(θ)− |∇Φ|2
)
e2Φ|uσ|2 = 0 . (2.22)
Soit (Ω+,Ω−) une partition de R2+, alors on a∫
Ω+
(
Vθ − σ(θ)− |∇Φ|2
)
e2Φ|uσ|2 ≤ sup
Ω−
∣∣Vθ − σ(θ)− |∇Φ|2∣∣ ∫
Ω−
e2Φ|uσ|2 . (2.23)
2.2.1 Estimations isotropes
Nous avons un re´sultat de de´croissance exponentielle isotrope des vecteurs propres
de Lθ a` l’infini. L’ingre´dient essentiel est la connaissance du spectre essentiel qui va per-
mettre de controˆler ce qu’il se passe a` l’infini. Dans la suite nous notons ge´ne´riquement
x = (s, t) un point de R2+ et |x| =
√
s2 + t2.
The´ore`me 2.15. Soit (σ, uσ) une paire propre de Lθ avec σ < 1. On a
∀α ∈ (0,√1− σ), ∃Cα,θ > 0, qθ(eα|x|uσ) ≤ Cα,θ‖uσ‖2L2(R2+) . (2.24)
Preuve : PRE´LIMINAIRES. Soit (χ1, χ2) une partition de l’unite´ de R+ ve´rifiant
χ21 + χ
2
2 = 1 et :{
0 ≤ χ1 ≤ 1, χ1(r) = 1 si r ≤ 1 et χ1(r) = 0 si r ≥ 2 ,
0 ≤ χ2 ≤ 1, χ2(r) = 0 si r ≤ 1 et χ2(r) = 1 si r ≥ 2 .
On de´finit
χR1 (x) = χ1(
|x|
R
) et χR2 (x) = χ2(
|x|
R
) . (2.25)
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On a ∇χRj (x) = 1R∇χj( xR). On en de´duit
∃C > 0, ∀j = 1, 2, ∀x ∈ R2+, |∇χRj (x)| ≤
C
R
. (2.26)
Fixons α > 0. Nous prenons comme distance d’Agmon :
Φ(s, t) = α
√
t2 + s2 = α|x| . (2.27)
Elle ve´rifie |∇Φ|2 = α2. On ne sait pas encore que eΦuσ ∈ Dom(qθ). Nous allons donc
tronquer Φ afin de pouvoir appliquer les identite´s du lemme 2.14. Nous de´finissons pour
k ∈ N : 
Φk(x) = α|x| si |x| ≤ k ,
Φk(x) = α(2k − |x|) si k ≤ |x| ≤ 2k ,
Φk(x) = 0 si |x| ≥ 2k .
On a : {
|∇Φk|2 = |∇Φ|2 = α2 si |x| ≤ 2k ,
|∇Φk|2 = 0 si |x| > 2k .
PREMIE`RE E´TAPE. En combinant (B.7) et (B.8) on a :∫
R2+
(σ + |∇Φk|2)e2Φk |uσ|2 =
2∑
j=1
qθ(χ
R
j e
Φkuσ)−
2∑
j=1
∫
R2+
∣∣∇χRj ∣∣2e2Φk |uσ|2 dx . (2.28)
Choisissons ε ∈ (0, 1− σ) et
α =
√
1− ε− σ . (2.29)
On a alors
σ + |∇Φ|2 = 1− ε . (2.30)
Introduisons Ωk = R2+ ∩ {|x| ≤ 2k} et Ω′k = R2+ ∩ {|x| > 2k}. Puisque ∇Φk est nul sur
Ω′k, on a∫
R2+
(σ+|∇Φk|2)e2Φk |uσ|2 dx = (1−ε)‖eΦkuσ‖2L2(R2+)+(σ−1+ε)
∫
Ω′k
|uσ|2 dx . (2.31)
On choisit R > 0 de sorte que
C2
R2
≤ ε
4
, (2.32)
ou` C est la constante de (2.26). On a avec ce choix de R :
2∑
j=1
∫
R2+
∣∣∇χRj ∣∣2|eΦkuσ|2 dx ≤ ε2‖eΦkuσ‖2L2(R2+) . (2.33)
Les relations (2.28), (2.31) et (2.33) nous donne :
ε
2
‖eΦkuσ‖2L2(R2+) ≤ ‖e
Φkuσ‖2L2(R2+) −
2∑
j=1
qθ(χ
R
j e
Φkuσ) + (σ − 1 + ε)
∫
Ω′k
|uσ|2 dx
≤ ‖eΦkuσ‖2L2(R2+) − qθ(χ
R
2 e
Φkuσ) . (2.34)
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DEUXIE`ME E´TAPE. En vue de controˆler l’e´nergie loin de l’origine qθ(χR2 e
Φkuσ), nous
rappelons une notation introduite dans le lemme de Persson (voir (B.10)) :
Σ(Lθ, r) = inf
{
qθ(u), ‖u‖L2(R2+) = 1, u ∈ C∞0 (R2+ ∩ {Br)
}
,
ou`Br est la boule de rayon r centre´e en 0, et {Br son comple´mentaire. Il re´sulte du lemme
de Persson que la limite de Σ(Lθ, r) quand r → +∞ est e´gale au bas du spectre essentiel
de Lθ :
lim
r→+∞
σ(Lθ, r) = 1 . (2.35)
On a :
qθ(χ
R
2 e
Φkuσ)
‖χR2 eΦkuσ‖2L2(R2+)
≥ σ(Lθ, R) , (2.36)
et donc :
qθ(χ
R
2 e
Φkuσ) ≥ σ(Lθ, R)
∫
Ω′R
e2Φk |uσ|2 dx . (2.37)
En utilisant (2.34), on obtient :
ε
2
‖eΦkuσ‖2L2(R2+) ≤
∫
ΩR
e2Φk |uσ|2 dx+ (1− Σ(Lθ, R))
∫
Ω′R
e2Φk |uσ|2 dx .
Graˆce a` (2.35), on peut choisir R suffisamment grand pour avoir en plus de (2.32) :
1− Σ(Lθ, R) < ε
4
.
On de´duit :
ε
4
∫
R2+
e2Φk |uσ|2 ≤
∫
ΩR
e2Φk |uσ|2 dx .
On a finalement :
∀k ∈ N, ‖eΦkuσ‖2L2(R2+) ≤
4
ε
e4αR‖uσ‖2L2(R2+) .
CONCLUSION. On a que |eΦkuσ| converge ponctuellement vers |eΦuσ| lorsque k tend
vers l’infini. On de´duit du lemme de Fatou que eΦuσ ∈ L2(Ω). On peut se servir alors de
(2.23) et (2.30) pour conclure :
‖∇(eΦuσ)‖2L2(R2+) + ‖Vθ e
Φuσ‖2L2(R2+) = (1− ε)‖e
Φuσ‖2L2(R2+) .

Remarque 2.16. Cette preuve permet de montrer que uσ est dans la classe de Schwartz
(voir [Ray10]).
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Si on fixe deux angles (θ1, θ2) ve´rifiant 0 < θ1 < θ2 < pi2 , on constate que α et
Cα,θ peuvent eˆtre choisies uniforme´ment par rapport a` θ ∈ [θ1, θ2]. Par contre, si θ tend
vers pi
2
, on a σ1(θ) qui tend vers 1, et la de´monstration pre´ce´dente ne permet pas d’avoir
des estimations uniformes. Lorsque θ tend vers 0, il est impossible d’avoir des estime´es
uniformes en s, cependant si on regarde la de´croissance par rapport a` la variable t on va
pouvoir avoir des estimations uniformes par rapport a` θ, il va falloir pour cela supposer
que l’on reste “loin” du spectre essentiel.
Proposition 2.17. Soit η < 1. Il existe C > 0 et γ > 0 tels que que pour toute paire
propre (σ, uσ) ve´rifiant σ < η, on a l’estimation suivante :∫
R2+
e2γt|uσ|2 dt ds ≤ C‖uσ‖2L2(R2+) . (2.38)
Preuve : On reprend la preuve du the´ore`me 2.15 en remplac¸ant la fonction Φ de´finie
en (2.27) par la fonction
Φ(s, t) = γt .
Nous modifions aussi la partition de l’unite´ de´finie en (2.25), que nous remplac¸ons en une
partition selon t :
χR1 (s, t) = χ1(
t
R
) et χR2 (s, t) = χ2(
t
R
) . (2.39)
Nous fixons ε ∈ (0, 1 − η), et nous reprenons la preuve pre´ce´dente. Remarquons que
χR2 e
Φuσ a son support loin du bord {t = 0}, et peut donc eˆtre vue comme une fonction de
H2(R2). Or il est classique (voir [FH10]) que le bas du spectre de l’ope´rateur −∆ + Vθ
sur R2 est 1. On peut donc remplace la minoration (2.36) par
qθ(χ
R
2 e
Φuσ) ≥ ‖χR2 eΦuσ‖2L2(R2) . (2.40)
On note alors que ε et R sont fixe´s inde´pendamment de R et on conclut comme pour le
the´ore`me 2.15. 
2.2.2 Estimations transverses
Dans cette section nous montrons que les vecteurs propres sont concentre´s dans la
valle´e du potentiel :
The´ore`me 2.18. Soit 0 < β < 1
2
. Il existe une constante K(β) telle que pour toute paire
propre (σ, uσ) de Lθ avec σ < 1, on ait :
qθ(e
βVθuσ) ≤ K(β)‖uσ‖2L2(Ω) . (2.41)
Preuve : Dans un premier temps nous introduisons la distance d’Agmon d’un point
a` la valle´e d’annulation du potentiel. Apre`s avoir de´crit cette fonction, nous re´alisons
une partition de R2+ en deux sous-ensembles : les points “loin” de la valle´e et les points
plus proches. Nous nous servons de l’identite´ (2.23) pour relier l’e´nergie d’une fonction
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propre sur ces deux sous-ensembles et on utilise ensuite le fait que la distance d’Agmon
est controˆle´e pre`s de cette valle´e. Nous introduisons classiquement la fonction associe´e a`
la distance d’Agmon (voir [Agm82]) :
Φ(x) = (1− δ)
∫ √Vθ(x)
√
σ
√(
l2 − σ)
+
dl , (2.42)
ou` f+ est la partie positive de la fonction f . Notons que si nous de´finissons la fonction
g(d) =
∫ d
√
σ
√(
l2 − σ)
+
dl ,
alors on a :
Φ(x) = (1− δ)g
(√
Vθ(x)
)
.
On ve´rifie que l’on a uniforme´ment en θ :
g(d) =
d→+∞
d2
2
+O(ln d) et g′(d) =
d→+∞
d+O(d−1) . (2.43)
Le the´ore`me est donc vrai si et seulement si qθ(eΦuσ) est borne´e uniforme´ment en θ pour
tout δ ∈ (0, 1). Nous allons prouver cela. On fixe δ ∈ (0, 1). Par construction de Φ, on a :
|∇Φ|2 = (1− δ)2(Vθ − σ)+ . (2.44)
Soit η > 0, on de´finit une partition de l’unite´ :
A+η = {(s, t) ∈ Ω, Vθ(s, t)− σ > η} et A−η = {(s, t) ∈ Ω, Vθ(s, t)− σ ≤ η} .
Sur A+η , on a :
Vθ − σ − |∇Φ|2 = (Vθ − σ)(2δ − δ2) > η(2δ − δ2) . (2.45)
De meˆme, on a sur A−η :
|Vθ − σ − |∇Φ|2| =
{
σ − Vθ si Vθ < σ ,(
Vθ − σ
)
(2δ − δ2) sinon .
On prend η assez petit pour que :
0 < η(2δ − δ2) ≤ Θ0 < σ .
On a alors la majoration suivante
sup
A−η
∣∣Vθ − σ − |∇Φ|2∣∣ ≤ σ . (2.46)
On combine (2.23), (2.45) and (2.46) pour avoir
η(2δ − δ2)
∫
A+η
e2Φ|uσ|2 ≤
∫
A+η
(Vθ − σ − |∇Φ|2)e2Φ|uσ|2 ≤ σ
∫
A−η
e2Φ|uσ|2 . (2.47)
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Puisque ‖uσ‖L2(Ω) = 1 et que Φ est maximale sur le bord de A−η , on a :
‖eΦuσ‖L2(Ω) ≤
( σ
η(2δ − δ2) + 1
)1/2
exp
∫ √σ+η
√
σ
(1− δ)
√
l2 − σ dl . (2.48)
On note K(η, δ, σ) le membre de droite de la dernie`re ine´galite´. Si on fixe δ > 0, la
fonction
R+ × [Θ0, 1] 7→ R
(η, σ) 7→ K(η, δ, σ)
est clairement positive et continue. On note que :
lim
η→0
K(η, δ, σ) = +∞ .
Rappelons que η est controˆle´ par l’hypothe`se (2.2.2). On introduit l’intervalle
I(δ) =
(
0, Θ0
2δ−δ2
]
.
Ceci nous permet de de´finir la constante
K0(δ) = max
σ∈[Θ0,1]
min
η∈I(δ)
K(η, δ, σ) .
Le minimum est atteint en un η0 ∈ I(δ). En prenant η = η0, On de´duit de (2.48) :
‖eΦuσ‖L2(Ω) ≤ K0(δ) . (2.49)
Si on de´finit
Φ˜(x) =
(
1− δ
2
)∫ √Vθ(x)
√
σ
√
(l2 − σ)+ dl ,
on a
‖eΦ˜uσ‖L2(Ω) ≤ K0
(δ
2
)
.
A cause de (2.43) on a facilement
∃K1(δ) > 0, ∀d > 0, |d e− δ2g(d)| < K1(δ) . (2.50)
On note que
√
Vθ e
Φ−Φ˜ =
√
Vθ e
− δ
2
g(
√
Vθ) et avec (2.50), on de´duit :
∃K1(δ) > 0, ‖
√
Vθ e
Φ−Φ˜‖L∞(Ω) ≤ K1(δ) .
On a donc :
‖
√
Vθ e
Φuσ‖L2(Ω) ≤ ‖
√
Vθ e
Φ−Φ˜‖L∞(Ω)‖eΦ˜uσ‖L2(Ω) ,
et finalement on a existence d’une constante K2(δ) telle que :
‖
√
Vθ e
Φuσ‖L2(Ω) ≤ K2(δ) .
En utilisant la de´finition de Φ on a aussi :
‖|∇Φ| eΦuσ‖L2(Ω) ≤ K3(δ) .
On utilise (B.6) et on peut conclure :
qθ(e
Φuσ) = ‖|∇Φ|eΦuσ‖2L2(Ω) + σ‖eΦuσ‖2L2(Ω) ≤ K(δ) .

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2.2.3 Comparaisons des re´sultats de localisations et nouveaux calculs
nume´riques
Nous allons comparer les re´sultats de de´croissance des the´ore`mes 2.15 et 2.18. Soit
x = r(cos γ, sin γ)
avec r > 0 et γ ∈ [0, pi] un point du demi-plan en coordonne´es polaires. Pour γ fixe´, on
de´crit ainsi la droite qui fait un angle γ avec le bord {t = 0} du demi-plan. On a alors
|x| = r et Vθ(x) = r2 sin2(γ − θ) .
Ainsi le facteur de de´croissance dans l’exponentielle tend plus vite vers 0 dans le the´ore`me
2.18 de`s que γ 6= θ, c’est-a`-dire lorsqu’on s’e´loigne de la valle´e du potentiel. Par contre
le long la droite Vθ(x) = 0, le the´ore`me 2.18 ne donne plus d’informations et il faut se
servir de l’estimation isotrope du the´ore`me 2.15 pour de´crire la de´croissance des vec-
teurs propres. Puisque nous savons que les vecteurs propres se concentrent dans la valle´e
d’annulation du potentiel, nous avons fait des calculs nume´riques en adaptant la taille du
rectangle R selon la valeur de θ. La figures 2.5 montrent les vecteurs propres associe´s a` la
premie`re valeur propre de Lθ,R dans un rectangle R = (−5, 15) × (0, 75). Les e´le´ments
sont de taille 1 et de degre´ Q2. Les valeurs de θ pour lesquelles on a repre´sente´ le vecteur
propre sont θ = ϑpi/2 avec ϑ = 0.7, 0.8, 0.85 et 0.9. Pour des valeurs de θ plus petites,
on adapte le calcul en prenant comme “boıˆte” R = (−15, 25) × (0, 15). Les calculs sont
faits avec des e´le´ments carre´s de taille 1 et de degre´Q6. Les valeurs de θ repre´sente´es sont
θ = ϑpi/2 avec ϑ = 0.6, . . . , 0.1.
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σ˘1(θ) 1.0001656284 0.99987798948 0.99910390126 0.99445407220
FIGURE 2.5 – Le vecteur propre associe´ a` la premie`re valeur propre de Lθ,R pour θ =
ϑpi/2 avec ϑ = 0.9, 0.85, 0.8 et 0.7. Ici R = (−5, 15)× (0, 75). Ces calculs sont issus de
[BNDPR12].
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0.98432278339 0.96110511136
0.92410049174 0.86980918147
0.79630376085 0.70307031204
FIGURE 2.6 – Le vecteur propre de Lθ,R associe´ a` la premie`re valeur propre pour θ =
ϑpi/2 avec ϑ = 0.6, . . . , 0.1. Ici R = (−15, 25) × (0, 15). Ces calculs sont issus de
[BNDPR12].
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2.3 Densification du spectre pour des petits angles
Dans cette section nous nous proposons de montrer que le nombre de valeurs propres
de Lθ situe´es sous le spectre essentiel tend vers +∞ et qu’elles se densifient dans l’in-
tervalle (Θ0, 1) quand θ tend vers 0. Notons n(θ) le nombre de valeurs propres de Lθ
(compte´es avec multiplicite´) sous le spectre essentiel. Il a e´te´ prouve´ dans [MT05, the´ore`me
2.1] que n(θ) est fini pour tout θ ∈ (0, pi
2
) et que le nombre de valeurs propres sous le
spectre essentiel est majore´e :
∃C > 0, ∀θ ∈ (0, pi
2
), n(θ) ≤ C
sin θ
.
Un des ingre´dients clefs de ce re´sultat est une estimation du nombre de valeurs propres
d’un ope´rateur unidimensionnel issue de [EK87, the´ore`me 1]. Nous montrons une mino-
ration de ce nombre de valeurs propres :
Proposition 2.19. On a un estimation sur le nombre de valeurs propres de Lθ :
∀θ ∈ (0, pi
2
), n(θ) ≥ 1−Θ0 cos θ
2 sin θ
+
1
2
. (2.51)
Preuve : Rappelons la majoration (2.10) :
∀n ≥ 1,∀θ ∈ (0, pi
2
), σn(θ) ≤ Θ0 cos θ + (2n− 1) sin θ .
On en de´duit directement la minoration de n(θ) annonce´e. 
Remarque 2.20. Soit d ∈ (Θ0, 1) et soit n(θ, d) le nombre de valeurs propres de Lθ
infe´rieures a` d. Nous rappelons que µN1 (τ) est la plus petite valeur propre de l’ope´rateur
hNτ de´fini en (B.24). Alors on trouve dans [MT05] un e´quivalent de n(θ, d) :
n(θ, d) ∼
θ→0
1
pi sin θ
∫
R
√
(d− µN1 (τ))+ dτ .
La proposition pre´ce´dente montre que n(θ) tend vers∞ lorsque θ tend vers 0, mais les
quasi-modes que nous avons construits dans la preuve de la proposition 2.10 ont tous une
e´nergie qui tend vers Θ0. Nous allons montrer que le spectre de Lθ se densifie bien dans
(Θ0, 1) quand θ tend vers 0. Nous commenc¸ons par construire de nouveaux quasi-modes :
Lemme 2.21. Soit ζ > 0 et soit n ≥ 1 un entier tel que
µN1 (ζ) cos θ + (2n− 1) sin θ < 1 , (2.52)
alors il existe λ une valeur propre de Lθ et une constante Cζ > 0 telles que
|µN1 (ζ) cos θ + (2n− 1) sin θ − λ| < Cζ
√
2 cos θ sin θ
√
(n− 1)2 + 1 .
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Preuve : Nous rappelons que uNζ est la fonction propre associe´e a` la premie`re valeur
propre µN1 (ζ) de h
N
ζ . Nous suivons l’ide´e de la preuve de la proposition 2.10 et nous
de´finissons
u˜n,θ;ζ(s, t) := (cos θ sin θ)
1
4uNζ (t
√
cos θ)ψn
(
s
√
sin θ − ζ√
tan θ
)
. (2.53)
Ces fonctions sont clairement dans le domaine de Lθ puisque uNζ ve´rifie la condition de
Neumann en 0. On a :
−∂2t u˜n,θ;ζ(s, t) = cos θ
(
µ(ζ)− (t
√
cos θ − ζ)2
)
u˜n,θ;ζ(s, t) ,
−∂2s u˜n,θ;ζ(s, t) = sin θ
(
2n− 1−
(
s
√
sin θ − ζ√
tan θ
)2)
u˜n,θ;ζ(s, t) .
On de´duit :
Lθu˜n,θ;ζ − (µ(ζ) cos θ + (2n− 1) sin θ)u˜n,θ;ζ =
2(cos θ sin θ)
1
2
( ζ√
tan θ
− s
√
sin θ
)
(t
√
cos θ − ζ)u˜n,θ;ζ . (2.54)
On note que l’on a ‖u˜n,θ;ζ‖L2(R2+) = 1 et on a :
‖Lθu˜n,θ;ζ −
(
µN1 (ζ) cos θ + (2n− 1) sin θ
)
u˜n,θ;ζ‖L2(R2+) =
2(cos θ sin θ)
1
2‖(t− ζ)uNζ (t)‖L2(R+)‖sψn(s)‖L2(R) . (2.55)
Il est bien connu que : ∫
R
s2ψ2n(s) ds =
(n− 1)2 + 1
2
.
En de´finissant Cζ = ‖(t− ζ)uNζ ‖L2(R+), on conclut avec le the´ore`me spectral. 
Remarque 2.22. Notons que le majorant de (2.52) tend vers +∞ si n devient grand.
L’estimation ne donne donc rien si θ est fixe´ et que n devient grand.
On va par contre se servir du lemme pour montrer qu’il existe une valeur propre pre`s
de n’importe quelle e´nergie fixe´e dans l’intervalle (Θ0, 1) de`s que θ est assez petit.
The´ore`me 2.23. Le spectre de Lθ se densifie dans l’intervalle (Θ0, 1) au sens suivant :
∀λ0 ∈ (Θ0, 1), ∀ε > 0, ∃θ∗ ∈ (0, pi2 ), ∀θ ∈ (0, θ∗], ∃λ ∈S(Lθ), |λ0 − λ| < ε . (2.56)
Preuve : On peut supposer ε < 1. Soit λ0 ∈ (Θ0, 1), on sait que µ([0,+∞)) = [Θ0, 1],
donc il existe ζ0 > 0 tel que λ0 = µN1 (ζ0). On applique le lemme 2.21 pour ζ = ζ0 et en
choisissant n = 1. On obtient alors (2.56). 
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FIGURE 2.7 – Illustration de σn(θ) pour n ≤ 17 en fonction de ϑ := 2θpi pour ϑ = k100 ,
k = 1, . . . , 20.
Calculs nume´riques
Afin de voir la densification des valeurs propres dans l’intervalle (Θ0, 1), nous repre´sentons
sur la figure 2.7 les 17 premie`res valeurs propres dans un rectangle R = (−100, 100) ×
(0, 50). Nous avons pris 20 e´le´ments de degre´ Q6 dans chaque direction. On observe
bien que lorsque θ tend vers 0, les valeurs propres de Lθ se re´partissent dans l’intervalle
(Θ0, 1). Ne´anmoins nous rappelons qu’a` n fixe´, la n-ie`me valeur propre tend vers Θ0
quand θ tend vers 0. Ainsi plus θ est petit, plus il faut calculer de valeurs propres pour
voir la densification du spectre.
2.4 Construction de quasi-modes pour des angles petits
Nous avons prouve´ dans la section pre´ce´dente que le nombre de valeurs propres de
l’ope´rateur Lθ sous le spectre essentiel tend vers +∞ quand l’angle θ entre la droite
d’annulation du potentiel et le bord du demi-plan tend vers 0. Nous avons aussi vu que
pour un rang n∗ fixe´, on a σn∗(θ) qui tend vers Θ0 quand θ tend vers 0. Ainsi pour tout
1 ≤ n ≤ n∗, on a σn(θ) ≤ σn∗(θ) < 1 de`s que θ est assez petit. Nous cherchons dans cette
section un de´veloppement asymptotique des valeurs propres. Un changement de variables
bien choisi permet de se ramener a` une situation semi-classique et nous de´veloppons alors
l’ope´rateur en puissances du petit parame`tre. Nous cherchons des paires propres sous la
forme de se´ries formelles. Cette approche nous permet de construire des quasi-modes dans
le domaine de l’ope´rateur, et en utilisant le the´ore`me spectral on de´duit une majoration de
la n-ie`me valeur propre.
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Changement de variables
Nous rappelons le changement de variables de´fini en (2.9) : y = s
√
sin θ − ξ0√
tan θ
z = t
√
cos θ .
(2.57)
Remarquons que ce changement de variables laisse le demi-plan invariant. Dans ces nou-
velles coordonne´es, l’ope´rateur devient la re´alisation de Neumann de
− sin θ∂2y − cos θ∂2z + cos θ
(
z − ξ0 − y
√
tan θ
)2
, (y, z) ∈ R2+ . (2.58)
Nous introduisons le parame`tre semi-classique
h = tan θ
et le nouvel ope´rateur (avec condition de Neumann sur le bord {z = 0}) :
Lh := −h∂2y − ∂2z + (z − ξ0 − yh1/2)2 −Θ0 , (y, z) ∈ R2+ (2.59)
de sorte que Lθ est isospectral a` cos θ(Lh + Θ0). Nous notons sn(h) la n-ie`me valeur
propre deLh de´finie par le principe du min-max. En reprenant le changement de variables,
on constate que l’on a
σn(θ) = cos θ
(
Θ0 + sn(tan θ)
)
. (2.60)
Ainsi afin d’e´tudier le spectre de l’ope´rateur Lθ lorsque θ tend vers 0, nous allons chercher
une asymptotique des premie`res valeurs propres de l’ope´rateur Lh quand h tend vers 0.
Nous faisons un raisonnement heuristique : le parame`tre semi-classique h e´tant devant le
terme ∂2y , la variable z ∈ R+ joue le roˆle d’une variable “lente”. Le terme−∂2z +(z−ξ0−
yh1/2)2 − Θ0 peut intuitivement eˆtre assimile´ a` l’ope´rateur mode`le hN(ξ0 + yh1/2)− Θ0
et remplace´ par son e´nergie fondamentale de´finie comme la plus petite valeur propre de
hN(ξ0 + yh
1/2)−Θ0 :
Wh(y) := µ
N
1 (ξ0 + yh
1/2)−Θ0 (2.61)
Nous sommes ainsi ramene´s a` e´tudier l’ope´rateur unidimensionnel
LBOh := −h∂2y +Wh(y) , y ∈ R . (2.62)
L’ope´rateurLBOh est de´fini comme l’approximation de Born-Oppenheimer deLh. Puisque
τ 7→ µN1 (τ) admet Θ0 comme unique minimum non de´ge´ne´re´ en τ = ξ0, l’approximation
harmonique (dont nous avons de´ja` utilise´ l’ide´e principale dans la preuve du the´ore`me
1.7) permet de remplacer le potentiel Wh(y) par 12(µ
N
1 )
′′(ξ0)hy2 (voir [DS99]) et de se
ramener ainsi a` un oscillateur harmonique semi-classique. Nous verrons dans la section
suivante comment appliquer ce proce´de´ de re´duction de dimension, connu comme “l’ap-
proximation de Born-Oppenheimer” (voir [Mar89]).
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De´veloppement en se´rie de l’ope´rateur et recherche d’une solution formelle
On de´veloppe l’ope´rateur introduit en (2.59) en puissances du parame`tre h :
Lh = P0 + h
1/2P1 + hP2
avec 
P0 = −∂2z + (z − ξ0)2 −Θ0 , (2.63a)
P1 = −2(z − ξ0)y , (2.63b)
P2 = ∂
2
y + y
2 . (2.63c)
Bien que ces ope´rateurs agissent sur Dom(Lh), donc sur des fonctions du demi-plan, nous
faisons une analogie formelle avec les ope´rateurs unidimensionnels e´tudie´s au chapitre 1 :
P0 = h
N
ξ0
−Θ0 , (2.64a)
P1 = 2y
(
∂τh
N
τ
)
τ=ξ0
, (2.64b)
P2 = h . (2.64c)
Ces analogies vont nous aider pour construire des quasi-modes pour l’ope´rateurLh. Nous
cherchons une solution au proble`meLhuh = γhuh sous la forme de se´ries formelles. Plus
pre´cise´ment nous cherchons
uh =
∑
j≥0
φjh
j/2 et γh =
∑
j≥0
γjh
j/2 . (2.65)
Nous avons que (uh, γh) est une paire propre de l’ope´rateur Lh (au sens des se´ries for-
melles) si et seulement si le syste`me d’e´quations suivant est formellement ve´rifie´ :
h0 : (P0 − γ0)φ0 = 0 , (2.66a)
h1/2 : (P0 − γ0)φ1 = γ1φ0 − P1φ0 , (2.66b)
h1 : (P0 − γ0)φ2 = γ2φ0 + γ1φ1 − P2φ0 − P1φ1 , (2.66c)
hj/2 : (P0 − γ0)φj =
∑
j≥0
γj−kφk − P2φj−2 − P1φj−1 . (2.66d)
Re´solution des premiers termes
TERME EN h0 : Nous commenc¸ons par re´soudre la premie`re e´quation. L’analogie
donne´e par (2.64a) nous ame`ne au raisonnement suivant : a` y fixe´, l’ope´rateur P0 peut
eˆtre vu comme un ope´rateur unidimensionnel agissant sur Dom(hNξ0). On cherche donc u0
sous la forme d’une fonction tensorise´e :
φ0(y, z) = f0(y)g(z) .
L’e´quation (2.66a) impose alors (
hNξ0 −Θ0
)
g = γ0g .
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Puisque nous cherchons a` construire γh le plus petit possible, nous sommes amene´s a`
prendre
γ0 = 0 et g = uNξ0 . (2.67)
ou` (Θ0, uNξ0) est la premie`re paire propre de h
N
ξ0
de´finie dans la section 1.3. Notons que la
fonction f0 n’est pas encore de´termine´e.
TERME EN h1/2 : L’e´quation (2.66b) se re´e´crit formellement(
hNξ0 −Θ0
)
φ1 = γ1φ0 − P1φ0 . (2.68)
Notons que si φ1 est dans le domaine de l’ope´rateur Lh, on a〈(
hNξ0 −Θ0
)
φ1, u
N
ξ0
〉
z∈R+ =
〈
φ1,
(
hNξ0 −Θ0
)
uNξ0
〉
z∈R+ = 0 .
En projetant l’e´quation (2.68) sur uNξ0 dans L
2(R+), on voit qu’une condition ne´cessaire
pour avoir une solution formelle est que la relation suivante (dite “relation de compatibi-
lite´”) soit ve´rifie´e :
〈γ1φ0 − P1φ0, uNξ0〉z∈R+ = 0 ,
c’est-a`-dire
f0(y)
(
γ1‖uNξ0‖2L2(R+) + 2y
〈
(z − ξ0)uNξ0 , uNξ0
〉
z∈R+
)
= 0, y ∈ R . (2.69)
Soit en utilisant (1.16) :
γ1 = 0 . (2.70)
Nous cherchons maintenant une solution particulie`re de (2.68). Rappelons que nous no-
tons vNτ = ∂τu
N
τ ou` u
N
τ ve´rifie l’e´quation unidimensionnelle
hNτ u
N
τ (z) = µ
N
1 (τ)u
N
τ (z) .
Nous de´rivons cette e´quation par rapport au parame`tre τ et nous l’e´valuons en ξ0 :
hNξ0v
N
ξ0
(z)− 2(z − ξ0)uNξ0 = (µN1 )′(ξ0)uNξ0(z) + µN1 (ξ0)vNξ0(z) .
Or on a
µN1 (ξ0) = Θ0 et (µ
N
1 )
′(ξ0) = 0 .
On a donc la relation (
hNξ0 −Θ0
)
vNξ0(z) = 2(z − ξ0)vNξ0(z) . (2.71)
Remarque 2.24. Ces calculs permettent de retrouver formellement la formule de Feynman-
Hellmann (voir la proposition A.5).
Ainsi, compte tenu de (2.63b) et de (2.70), une solution particulie`re de (2.68) est
donne´e par (y, z) 7→ −2yf0(y)vNξ0(z). Puisque le noyau de hNξ0 − Θ0 est compose´ de uNξ0 ,
on cherche une solution ge´ne´rale de (2.68) sous la forme
φ1(y, z) = f1(y)u
N
ξ0
(z)− 2yf0(y)vNξ0(z) .
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Notons qu’a` ce stade les fonctions f0 et f1 ne sont pas encore de´termine´es.
TERME EN h : Nous re´e´crivons (2.66c) en utilisant les relations pre´ce´dentes :(
hNξ0 −Θ0
)
φ2(y, z) = γ2f0(y)u
N
ξ0
(z)−P2f0(y)uNξ0(z)−P1f1(y)uNξ0(z)−P1yf0(y)vNξ0(z) .
En utilisant a` nouveau (2.71), une solution particulie`re de(
hNξ0 −Θ0
)
φ(y, z) = −P1f1(y)uNξ0(z) (2.72)
est donne´e par 2yf1(y)(z − ξ0)vNξ0(z). Nous cherchons donc φ2 sous la forme
φ2(y, z) = φ
⊥
2 (y, z) + 2yf1(y)(z − ξ0)vNξ0(z) .
On a que φ2 est solution de (2.66c) si et seulement si φ⊥2 ve´rifie l’e´quation(
hNξ0 −Θ0
)
φ⊥2 (y, z) = γ2f0(y)u
N
ξ0
(z)− P2f0(y)uNξ0(z)− P1yf0(y)vNξ0(z) . (2.73)
Remarquons que dans cette e´quation seuls γ2 et f0 sont inconnus dans le membre de
droite. Afin d’e´crire la condition de compatibilite´, nous projetons cette e´quation sur uNξ0(z).
On obtient
γ2f0(y)− P2f0(y) + 2y2f0(y)〈(z − ξ0)vNξ0 , uNξ0〉z∈R+ = 0, y ∈ R . (2.74)
D’apre`s (1.17), on a
〈
(z − ξ0)vNξ0 , uNξ0
〉
z∈R+ =
1
2
− (µ
N
1 )
′′(ξ0)
4
.
Introduisons la constante strictement positive
a :=
(µN1 )
′′(ξ0)
2
et l’oscillateur harmonique dilate´ de´fini par
ha = −∂2y + ay2, y ∈ R . (2.75)
En utilisant la de´finition de P2 (voir (2.64c)) et l’e´quation (2.74), on voit que le couple
(γ2, f0) ve´rifie l’e´quation
haf0(y) = γ2f0(y), y ∈ R .
Ainsi l’ope´rateur apparaissant naturellement pour construire les quasi-modes est l’oscil-
lateur harmonique (a` une dilatation pre`s). Nous sommes donc amene´s a` prendre
γ2 = (2n− 1)a1/2 et f0(y) = a−1/8ψn(a1/4y) . (2.76)
Graˆce a` l’alternative de Fredholm applique´e a` l’e´quation (2.73), ce choix de (γ2, f0) per-
met de de´terminer de manie`re unique φ⊥2 , de plus φ
⊥
2 est dans la classe de Schwartz.
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Construction du terme ge´ne´ral
CONSTRUCTION PAR RE´CURRENCE : Nous faisons les hypothe`ses de re´currence
suivantes : nous supposons que nous avons construit les (γk)0≤k≤j . Supposons aussi que
pour 0 ≤ k ≤ j, les fonctions φk peuvent s’e´crire
φk(y, z) = φ
⊥
k (y, z) + yfk−1(y)v
N
ξ0
(z) + fk(y)u
N
ξ0
(z) (2.77)
ou` les fonctions φ⊥k sont orthogonales au noyau de
(
hNξ0 −Θ0
)
, c’est-a`-dire ve´rifient
〈φ⊥k , uNξ0〉z∈R+ = 0 .
Nous supposons que les (fj)0≤k≤j−2 sont de´termine´es et sont dans la classe de Schwartz
(que nous notonsS (R)). Nous supposons aussi que les (φ⊥k )0≤k≤j sont de´termine´s et sont
dansS (R2+).
Nous prenons f−1 = 0 et φ⊥1 = 0. On utilise (2.67), (2.70) et (2.76) pour de´terminer
(γk)0≤j≤2 et f0. La fonction φ⊥2 est de´termine´e graˆce a` (2.73). Les hypothe`ses de re´currence
sont alors ve´rifie´es pour j = 2.
Nous ve´rifions maintenant l’hypothe`se de re´currence au rang j + 1 : pour cela nous
construisons (γj+1, φ⊥j+1, fj−1) en utilisant la relation d’e´galite´ des se´ries formelles (de´finie
en (2.66d)) au rang j + 1 :
(
hNξ0 −Θ0
)
φj+1 =
j∑
k=0
γj+1−kφk − P2φj−1 − P1φj . (2.78)
Nous cherchons φj+1 sous la forme
φj+1(y, z) = φ
⊥
j+1(y, z) + yfj(y)v
N
ξ0
(z) + fj+1(y)u
N
ξ0
(z) .
En injectant cet ansatz dans (2.78), on a(
hNξ0 −Θ0
)
φ⊥j+1 = γj+1f0u
N
ξ0
+ γ2fj−2uNξ0 − P2(fj−1uNξ0)− P1(yfj−1vNξ0) +Rj , (2.79)
avec
Rj =
j−2∑
k=1
γj+1−kφk + γ2φ⊥j−1 + γ2yfj−1v
N
ξ0
− P2φ⊥j−1 − P2(yfj−2vNξ0)− P1φ⊥j .
D’apre`s l’hypothe`se de re´currence, Rj est connu et appartient a`S (R2+). Nous e´crivons la
relation de compatibilite´ en inte´grant (2.79) contre uNξ0 et on trouve :
γj+1f0(y) + γ2fj−1(y) = P2fj−1(y)− 2y2fj−1(y)〈(z − ξ0)vNξ0 , uNξ0〉z∈R+ − gj(y) (2.80)
avec gj(y) = 〈Rj, uNξ0〉z∈R+ . Notons que gj ∈ S (R). En utilisant a` nouveau (2.64c) et
(1.17), (2.80) se met sous la forme
(ha − γ2)fj−1 = γj+1f0 + gj . (2.81)
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ou` l’ope´rateur ha a e´te´ de´fini en (2.75). Pour pouvoir re´soudre cette e´quation, il faut que
le membre de droite soit orthogonal au noyau de ha − γ2. Cela impose
γj+1 + 〈gj, f0〉y∈R = 0
et γj+1 est ainsi de´termine´. D’apre`s l’alternative de Fredholm, la fonction fj−1 est alors
de´termine´e de manie`re unique dansS (R). De meˆme l’alternative de Fredholm permet de
construire φ⊥j+1 graˆce a` (2.79), et l’hypothe`se de re´currence est bien ve´rifie´e au rang j+1.
ANNULATIONS DES TERMES IMPAIRS : Nous avons constate´ que γ1 est nul. Des
simulations nume´riques (voir [BNDPR12]) ont confirme´ la valeur de γ2,n trouve´e formel-
lement en (2.76). Elles ont aussi mis en e´vidence le fait que γ3,n = 0. En raisonnant sur
la parite´ des fonctions construites, nous allons voir que tous le termes impairs dans la
se´rie formelle γh s’annulent. Remarquons que puisque f0 est une fonction d’Hermite (a`
une dilatation pre`s), elle est soit paire soit impaire. Puisque l’analyse est exactement la
meˆme dans les deux cas, nous allons supposer que f0 est paire. Notons aussi que P1 et P2
sont respectivement pair et impair par rapport a` la variable y. On voit donc que le second
membre de (2.73) est pair par rapport a` la variable y. L’unicite´ garantie par l’alternative
de Fredholm nous dit donc que φ⊥2 est pair par rapport a` la variable y. Nous faisons l’hy-
pothe`se que les (fk)0≤k≤j−2 sont alternativement pairs et impairs : fk est de la parite´ de
k. De meˆme nous supposons que pour 2 ≤ k ≤ j, φ⊥k est de la parite´ de k. Nous suppo-
sons aussi que les γk sont nuls si k ≤ j et si k est impair. A partir de ces hypothe`ses de
re´currence, on constate que Rj et gj ont la parite´ de j − 1.
• Si j est pair, on a que gj est impair et donc 〈gj, f0〉y∈R = 0. On obtient donc que
γj+1 = 0. L’alternative de Fredholm applique´e a` l’e´quation (2.81) implique que
fj−1 est impair. En utilisant la parite´ de P1 et P2, on voit que le terme de droite
dans (2.79) est impair par rapport a` la variable y. Par unicite´ de la solution de (2.79)
orthogonale a` uNξ0 , on a donc que φ
⊥
j+1 est impair.
• Si j est impair, fj−1 est pair d’apre`s (2.81) sans condition sur γj+1. On de´duit de la
meˆme manie`re que φ⊥j+1 est pair. Le principe de re´currence permet de conclure.
Synthe`se et application du the´ore`me spectral
Remarquons que les φj construits sont bien tous dans la classe de SchwartzS (R2+) et
que par construction ils ve´rifient tous la condition de Neumann en {z = 0}. De´finissons
uJh,n =
2J∑
j=0
φjh
j/2
le n-ie`me quasi-mode d’ordre J pour Lh. On a que uJh,n ∈ Dom(Lh). Dans la suite nous
notons γ2j = γ2j,n pour rappeler que ces re´els de´pendent de n. Nous rappelons que nous
avons montre´ que γ0,n = 0 et γ2,n = (2n − 1)
(
(µN1 )
′′(ξ0)
2
)1/2
. Nous avons aussi montre´
que les γ2j+1,n e´taient nuls. Nous de´finissons la quasi-valeur propre d’ordre J :
sJn(h) :=
J∑
j=0
γ2j,nh
j . (2.82)
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L’analyse pre´ce´dente assure alors que pour n et J fixe´, on a
∃Cn,J > 0,∃h0 > 0,∀h ∈ (0, h0), ‖
(
Lh − sJn(h)
)
uJh,n‖L2(R2+) ≤ Cn,JhJ+1‖uJh,n‖L2(R2+) .
(2.83)
En appliquant le the´ore`me spectral pour les paires (sJn(h),u
J
h,n)1≤n≤n∗ , on a directement
la proposition suivante :
Proposition 2.25. Pour tout n∗ ≥ 1 et pour tout J ≥ 1, il existe des constantes Cn∗,J > 0
et h0 > 0 telles que pour tout 1 ≤ n ≤ n∗ on a
dist
(
S(Lh), s
J
n(h)
) ≤ Cn∗,JhJ+1 .
On sait ainsi qu’il y a une valeur propre de Lh dans un voisinage de sJn(h) de taille
hJ+1 de`s que h est assez petit. On ne sait pas encore qu’il s’agit de la n-ie`me : les valeurs
propres pourraient s’accumuler pre`s d’un de ces de´veloppements asymptotiques. Pour le
moment nous pouvons seulement de´duire un majoration de la n-ie`me valeur propre sn(h).
On a en particulier :
Corollaire 2.26. Pour 1 ≤ n ≤ n∗ et h ∈ (0, h0), on a
0 ≤ sn(h) ≤ γ2,nh+ Cn∗,1h2 . (2.84)
2.5 De´veloppement asymptotique des valeurs propres
Nous avons construit dans la section pre´ce´dente la se´rie formelle γh en cherchant une
paire propre pour l’ope´rateur Lh. En tronquant cette se´rie a` l’ordre J , nous avons obtenu
une quasi-valeur propre sJn(h) (voir (2.82)). Cette quasi-valeur propre fournit une majora-
tion de la n-ie`me valeur propre deLh. Pour de´montrer que sJn(h) fournit le de´veloppement
asymptotique de la n-ie`me valeur propre a` l’ordre J , nous allons effectuer une minoration
de sn(h) quand le parame`tre h tend vers 0.
Heuristique de la preuve
Nous de´taillons le raisonnement re´alise´ au de´but de la section pre´ce´dente. Nous rap-
pelons que nous cherchons (quand h tend vers 0) les plus petites valeurs propres de
l’ope´rateur Lh de´fini comme la re´alisation de Neumann de
−h∂2y − ∂2z + (z − ξ0 − yh1/2)2 −Θ0 , (y, z) ∈ R2+ .
Soit u ∈ Dom(Lh), on a clairement la minoration〈(− ∂2z + (z − ξ0 − yh1/2)2 −Θ0)u, u〉L2(R2+) ≥
∫
R2+
Wh(y)|u(y, z)|2 dy dz
ou` le potentiel Wh(y) := µN1 (ξ0 + yh
1/2)−Θ0 a e´te´ de´fini en (2.61). Rappelons que nous
de´finissons l’approximation de Born-Oppenheimer comme l’ope´rateur unidimensionnel
LBOh := −h∂2y +Wh(y), y ∈ R .
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On e´tendLBOh en un ope´rateur agissant sur Dom(Lh). On le noteL
BO, 2d
h et on a alors (au
sens des formes quadratiques) :
Lh ≥ LBO, 2dh . (2.85)
Puisque le potentiel Wh posse`de un unique minimum non de´ge´ne´re´, on peut trouver un
de´veloppement asymptotique des valeurs propres de LBOh graˆce a` l’approximation har-
monique et sa premie`re valeur propre est simple. On en de´duit que la premie`re valeur
propre de l’ope´rateur LBO, 2dh est e´gale a` celle de L
BO
h , mais elle est de multiplicite´ in-
finie. Ainsi on ne peut de´duire de l’ine´galite´ (2.85) qu’une minoration grossie`re sur la
premie`re valeur propre de l’ope´rateur Lh. Afin de montrer que l’approximation de Born-
Oppenheimer (de´finie comme e´tant l’ope´rateur LBOh ) est le bon ope´rateur mode`le pour
de´crire l’ope´rateur Lh, nous allons utiliser des estimations d’Agmon et un proce´de´ de
Grushin. Ces me´thodes peuvent eˆtre compare´es aux re´sultats de [Mar89], mais notre cadre
est diffe´rent : d’une part l’ope´rateur Lh n’est pas a` re´solvante compacte, d’autre part le
domaine d’inte´gration est une varie´te´ a` bord.
Soit n∗ fixe´, on suppose dans la suite que h est assez petit pour que sn∗(h) < 1. Soit
n0 ≤ n∗, nous allons prouver des estime´es de concentrations pour les vecteurs propres
associe´s aux valeur propres (sn(h))1≤n≤n0 .
De´finition 2.27. Soit n ≤ n0, on note uh,n le n-ie`me vecteur propre normalise´ associe´
a` la valeur propre sn(h). Les vecteurs propres uh,n sont orthogonaux deux a` deux. On
de´finit
Eh,n0 = vect(uh,1, . . . ,uh,n0)
l’espace propre engendre´ par les vecteurs propres associe´s aux n0 premie`res valeurs
propres.
Nouvelles estimations d’Agmon
Nous commenc¸ons par re´aliser de nouvelles estimations d’Agmon pour de´terminer
comment se comportent les vecteurs propres de Lh quand h tend vers 0. Il sera important
de controˆler la de´pendance des constantes par rapport au parame`tre semi-classique h. La
proposition suivante est juste une conse´quence de l’estimation (2.38) dans les nouvelles
variables (y, z) :
Proposition 2.28. Il existe des constantes C > 0, γ > 0 et h0 > 0 telles que pour
h ∈ (0, h0) on a
∀v ∈ Eh,n0 ,
∫
R2+
e2γz|v(y, z)|2 dy dz ≤ C‖v‖2L2(R2+) . (2.86)
La proposition suivante comple`te le the´ore`me 2.15 quand θ tend vers 0 en donnant une
estimation dans la variable “tangente” y uniforme par rapport au parame`tre h. La preuve
de cette proposition est une des clefs pour montrer que l’ope´rateur mode`le LBOh est une
bonne approximation pour Lh quand h tend vers 0.
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Proposition 2.29. Il existe des constantes C > 0 et h0 > 0 telles que pour h ∈ (0, h0) on
a
∀v ∈ Eh,N0 ,
∫
R2+
e2|y||v(y, z)|2 dy dz ≤ C‖v‖2L2(R2+) . (2.87)
Preuve : Les ide´es de la preuve sont classiques en dimension 1 (voir [Sim83] ou
encore [DS99]) et nous la de´taillons dans notre cas. Nous partons de la formule IMS
(B.7) pour controˆler l’e´nergie de e|y|v ou` v est un vecteur propre de Lh. La minoration
(2.85) permet d’introduire le potentiel Wh(y). Comme ce potentiel a un unique minimum
en y = 0, on re´alise alors une partition du domaine d’inte´gration selon que l’on est loin
ou pas de ce minimum : d’une part on minore Wh(y) grossie`rement loin de y = 0, d’autre
part puisque ce minimum est non-de´ge´ne´re´ on peut estimer le potentiel a` partir de son
approximation quadratique pre`s de y = 0. Le corollaire 2.26 permet de controˆler les
valeurs propres qui apparaissent dans les formules IMS.
Notons qh la forme quadratique associe´e a` l’ope´rateurLh. Supposons que v = uh,n est
un vecteur propre deLh et introduisons la fonction Φ(y) = |y|. En re´alisant le changement
d’e´chelle y → h1/2y dans l’identite´ (B.7), on obtient une formule IMS “semi-classique” :
qh(e
Φv) =
∫
R2+
(|∂zΦ|2 + h|∂yΦ|2 + sn(h)) |eΦv|2 dy dz .
En utilisant (2.85) on a donc∫
R2+
(
Wh(y)− h− sn(h)
)|e|y|v(y, z)|2 dy dz ≤ 0 (2.88)
avec Wh(y) = µN1 (ξ0 + h
1/2y) − Θ0. On de´coupe a` nouveau le domaine d’inte´gration
selon les valeurs de Wh(y)− h− sn(h).
• Lorsque nous ne sommes pas trop e´loigne´s de ξ0, puisque le minimum de µN1 est
non de´ge´ne´re´, on sait qu’il existe 0 > 0 tel que
Wh(y) ≥ (µ
N
1 )
′′(ξ0)
4
y2h de`s que |y| ≤ 0h−1/2 . (2.89)
• Si on est loin du minimum, c’est-a`-dire si |y| ≥ 0h−1/2, on a
Wh(y) ≥ η0 ≥ 0
avec η0 = min{µN1 (ξ0 ± 0)} −Θ0.
Soit C0 > 0. D’apre`s ce qui pre´ce`de, on a donc
Wh(y) ≥ min
{
η0,
(µN1 )
′′(ξ0)
4
C20h
}
de`s que |y| ≥ C0 . (2.90)
En utilisant le corollaire 2.26 et en choisissant C0 assez grand, on a donc pour h assez
petit l’existence d’une constante c > 0 telle que
Wh(y)− h− sn(h) ≥ ch de`s que |y| ≥ C0 . (2.91)
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En de´coupant le demi-plan selon |y| ≥ C0 et |y| < C0 dans (2.88), on obtient :
ch
∫
|y|≥C0
|e|y|v(y, z)|2 dy dz ≤
∫
y≤C0
∣∣Wh(y)− h− sn(h)∣∣|e|y|v(y, z)|2 dy dz . (2.92)
Or en utilisant encore que Wh(y) est minimum en y = 0 on obtient :
∃C ′0 > 0, |Wh(y)| ≤ C ′0h de`s que |y| ≤ C0 .
Nous utilisons a` nouveau le corollaire 2.26 pour trouver que
∃C1 > 0, |Wh(y)− h− sn(h)| ≤ C1h de`s que |y| ≤ C0 .
Ainsi a` partir de (2.92) on a∫
|y|≥C0
|e|y|v(y, z)|2 dy dz ≤ C1e
2C0
c
∫
y≤C0
|v(y, z)|2 dy dz
puis ∫
R2+
|e|y|v(y, z)|2 dy dz ≤
(
C1e
2C0
c
+ e2C0
)∫
y≤C0
|v(y, z)|2 dy dz .
Il reste a` de´montrer le cas ge´ne´ral ou` v ∈ Eh,n0 . L’estimation est une conse´quence directe
du fait que les uh,n sont orthogonaux et que Eh,n0 est de dimension finie. 
On en de´duit des controˆles des moments qui nous serviront pour minorer la forme qua-
dratique qh de l’ope´rateur Lh. L’uniformite´ des constantes par rapport a` h est parti-
culie`rement importante :
Corollaire 2.30. Soit k = (k1, k2) un couple d’entiers positifs, alors il existe des constantes
Ck > 0, δ > 0 et h0 > 0 telles que pour h ∈ (0, h0) on a
∀v ∈ Eh,n0 ,
∫
R2+
|y|k1zk2|v(y, z)|2 dy dz ≤ Ck‖v‖2L2(R2+) . (2.93)
On peut aussi controˆler l’e´nergie des vecteurs propres et leurs moments a` l’infini :
Corollaire 2.31. Pour tout 0 > 0, il existe des constantes h0 > 0, γ > 0 et C > 0 telles
que pour h ∈ (0, h0) on a
∀v ∈ Eh,N0 ,
∫
|y|≥0h−1/2
(
1 + |y|4) |v(y, z)|2 dy dz ≤ Ce−γh−1/2‖v‖2L2(R2+) . (2.94)
Preuve : Commenc¸ons par le moment d’ordre 0 : soit 0 > 0, alors il existe une
constante C0 > 0 telle que pour h ∈ (0, h0) :∫
|y|≥0h−1/2
e2|y||v(y, z)|2 dy dz ≤ C0‖v‖2L2(R2+) .
On minore le facteur exponentiel sur le domaine {y ≥ 0h−1/2} et on trouve∫
|y|≥0h−1/2
|v(y, z)|2 dy dz ≤ C0e−20h−1/2‖v‖2L2(R2+) .
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Soit δ ∈ (0, 2), en utilisant (2.87) on a qu’il existe une constante C1 > 0 telle que pour
h ∈ (0, h0) : ∫
|y|≥0h−1/2
y4eδ|y||v(y, z)|2 dy dz ≤ C1‖v‖2L2(R2+) .
En appliquant le meˆme raisonnement que pre´ce´demment, on a∫
|y|≥0h−1/2
y4|v(y, z)|2 dy dz ≤ C1e−δ0h−1/2‖v‖2L2(R2+) .
On somme ces deux estimations et le corollaire est prouve´. 
Approximation des vecteurs propres
Nous rappelons que nous voulons montrer que les vecteurs propres uh,n sont proches
des quasi-modes construits dans la section 2.4. Pour cela nous allons projeter ces vecteurs
propres sur le noyau de hNξ0 − Θ0, et nous servir des estime´es d’Agmon montre´es plus
haut pour estimer la norme de cette projection quand h tend vers 0. On se servira alors des
vecteurs propres de Lh comme de quasi-modes pour l’ope´rateur LBOh dont le spectre est
explicite, et le the´ore`me spectral nous permettra de conclure. Remarquons que cette ide´e
d’inverser les roˆles des fonctions propres et des quasi-modes est tre`s fertile. C’est une des
ide´es principales du processus de Grushin (voir [Gru72]).
De´finition 2.32. Nous introduisons la projection sur l’espace propre engendre´ par le
vecteur propre de l’ope´rateur mode`le. Soit donc
Π0 : L
2(R2+) 7→ L2(R)⊗ vect(uNξ0)
le projecteur de´fini par
Π0w = 〈w, uNξ0〉z∈R+uNξ0 .
On a alors les estimations suivantes :
Proposition 2.33. SoitQ la forme quadratique associe´e a` l’ope´rateur IdL2(R)⊗
(
hNξ0 −Θ0
)
:
∀w ∈ Dom(Lh), Q(w) =
∫
R2+
|∂zw|2 +
(
(z − ξ0)2 −Θ0
) |w|2 dy dz .
Il existe deux constantes C > 0 et h0 > 0 telles que pour h ∈ (0, h0) et uh,n ∈ Eh,n0 on a
Q(uh,n − Π0uh,n) ≤ Ch1/2‖uh,n‖2L2(R2+)
Q (∂yuh,n − Π0(∂yuh,n)) ≤ Ch1/4‖uh,n‖2L2(R2+)
Q(yuh,n − Π0yuh,n) ≤ Ch1/2‖uh,n‖2L2(R2+)
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Preuve : Puisque Θ0 = infS(hNξ0), il est clair que la forme quadratique Q est posi-
tive :
∀w ∈ L2(R)⊗B1(R+), Q(w) ≥ 0 .
De plus il est clair que
(
IdL2(R) ⊗
(
hNξ0 −Θ0
) )
Π0w = 0 pour w ∈ L2(R)⊗B1(R+). On
a donc
∀w ∈ Dom(Lh), Q(w) = Q(w − Π0w) ,
ainsi pour de´montrer la proposition, il suffira de borner Q(uh,n), Q(∂yuh,n) et Q(yuh,n).
Une fois ces conside´rations effectue´es, nous utilisons a` plusieurs reprises l’e´quation aux
valeurs propres pour relier les diffe´rentes quantite´s a` estimer : en effet on a
Lhuh,n = sn(h)uh,n
et donc∫
R2+
h|∂yuh,n(y, z)|2 + |∂zuh,n(y, z)|2 + (z − ξ0 − yh1/2)2|uh,n(y, z)|2 dy dz
= sn(h)‖uh,n‖2L2(R2+) . (2.95)
On de´veloppe le potentiel pour faire apparaıˆtre la forme quadratique Q :
h‖∂yuh,n‖2L2(R2+ +Q(uh,n)− 2h
1/2〈(z − ξ0)yuh,n,uh,n〉L2(R2+) + h‖yuh,n‖2L2(R2+)
= sn(h)‖uh,n‖2L2(R2+) .
A partir du corollaire 2.26, de l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz et de l’estimation (2.93), on
trouve qu’il existe une constante C0 telle que
Q(uh,n) ≤ C0h1/2‖uh,n‖2L2(R2+) .
En exploitant a` nouveau (2.95), on a directement
h‖∂yuh,n‖2L2(R2+) ≤ sn(h)‖uh,n‖
2
L2(R2+)
et en utilisant une nouvelle fois le corollaire 2.26 pour controˆler la valeur propre, on a
qu’il existe une constante C1 > 0 telle que
‖∂yuh,n‖2L2(R2+) ≤ C1‖uh,n‖
2
L2(R2+)
. (2.96)
Pour obtenir le controˆle en norme H1 sur ∂yuh,n, on va de´river l’e´quation (2.95) par
rapport a` la variable y. Ceci est possible puisque les vecteurs propres sont dans la classe
de Schwartz (voir [Ray09b], ou des re´sultats plus ge´ne´raux comme [Ho¨r05] par exemple).
De plus en de´rivant la condition de Neumann en {z = 0} par rapport a` y, on constate que
∂yuh,n ve´rifie encore la condition au bord. On a donc montre´ que ∂yuh,n ∈ Dom(Lh). On
calcule Lh∂yuh,n et on fait apparaıˆtre un commutateur :
Lh(∂yuh,n)− 2h1/2(z − ξ0 − yh1/2)uh,n = sn(h)∂yuh,n (2.97)
On a
h‖∂2yuh,n‖2L2(R2+) ≤ qh(∂yuh,n)
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En prenant le produit scalaire avec uh,n et en faisant une inte´gration par parties en y on
obtient
qh(∂yuh,n) = sn(h)‖∂yuh,n‖2L2(R2+) + 2h
1/2〈(z − ξ0 − yh1/2)uh,n, ∂yuh,n〉L2(R2+) .
(2.98)
En utilisant le corollaire 2.26, l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz pour le commutateur ainsi
que les estimations (2.93) et (2.96), on obtient
‖∂2yuh,n‖2L2(R2+) ≤ C3h
−1/2‖uh,n‖2L2(R2+) (2.99)
avec C3 > 0. On reprend (2.97) afin de faire apparaıˆtre Q(∂yuh,n) :
h‖∂2yuh,n‖2L2(R2+) − 2h
1/2〈(z − ξ0 − yh1/2)uh,n, ∂yuh,n〉L2(R2+)
+Q(∂yuh,n)− 2h1/2〈(z − ξ0)y∂yuh,n, ∂yuh,n〉L2(R2+) + h‖y∂yuh,n‖2L2(R2+)
= sn(h)‖∂yuh,n‖2L2(R2+)
Le seul terme nouveau a` controˆler est 2h1/2〈(z − ξ0)y∂yuh,n, ∂yuh,n〉L2(R2+). On re´alise
une inte´gration par parties en y puis on utilise l’ine´galite´ Cauchy-Schwarz et (2.99) (en
plus des estimations pre´ce´dentes) pour trouver qu’il existe une constante C4 > 0 telle que
2h1/2〈(z − ξ0)y∂yuh,n, ∂yuh,n〉L2(R2+) ≤ C4h1/4‖uh,n‖2L2(R2+) .
On trouve finalement qu’il existe une constante C5 > 0 telle que
Q(∂yuh,n) ≤ C5h1/4‖uh,n‖2L2(R2+) .
Il ne reste plus qu’a` controˆler yuh,n. Il est clair que cette fonction est encore dans le
domaine de l’ope´rateur (elle est a` la re´gularite´ de uh,n et ve´rifie la condition de Neumann).
On a
Lh(yuh,n) + 2h∂yuh,n = sn(h)yuh,n .
Comme pre´ce´demment on fait apparaıˆtre Q(yuh,n) en de´veloppant qh(yuh,n) :
h‖∂y(yuh,n)‖2L2(R2+ +Q(yuh,n) + 2h〈∂yuh,n, yuh,n〉L2(R2+)
− 2h1/2〈(z − ξ0)y2uh,n, yuh,n〉L2(R2+) + h‖y2uh,n‖2L2(R2+) = sn(h)‖yuh,n‖
2
L2(R2+)
.
En utilisant les meˆmes ingre´dients que pre´ce´demment, on obtient qu’il existe une constante
C6 > 0 telle que
Q(yuh,n) ≤ C6h1/2‖uh,n‖2L2(R2+)
et la proposition est prouve´e. 
Corollaire 2.34. Il existe deux constantes C > 0 et h0 > 0 telles que pour h ∈ (0, h0),
on a
∀v ∈ Eh,n0 , ‖v − Π0v‖H1(R2+) + ‖yv − Π0(yv)‖L2(R2+) ≤ Ch1/8‖v‖L2(R2+) . (2.100)
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Preuve : Supposons que w ∈ L2(R) ⊗ B1(R+) ve´rifie 〈w, uNξ0〉z = 0. Alors par le
principe du min-max, on a
Q(w) ≥ (µN2 (ξ0)−Θ0) ‖w‖2L2(R2+) .
On obtient donc(
µN2 (ξ0)−Θ0
) (‖v − Π0v‖H1(R2+) + ‖yv − Π0(yv)‖L2(R2+))
≤ Q(v − Π0v) +Q (∂y(v − Π0v)) +Q(yv − yΠ0v) . (2.101)
On conclut avec les estimations de la proposition 2.33. 
On notera que l’e´cart entre les deux premie`res valeurs propres (aussi appele´ “spectral
gap”) de l’ope´rateur mode`le hNξ0 est une hypothe`se importante.
Corollaire 2.35. Il existe h0 > 0 tel que pour h ∈ (0, h0) le projecteur Π0 est un isomor-
phisme de Eh,n0 vers Π0(Eh,n0).
Conclusion
Nous pouvons maintenant conclure en remplac¸ant le potentiel µN1 (ξ0 + yh
1/2) par son
approximation. Soit v ∈ Eh,n0 , graˆce au corollaire 2.34 nous pourrons dans nos estima-
tions remplacer v par Π0v en effectuant une erreur de l’ordre de h1/8. On rappelle qu’a`
partir de (2.85), on a :〈(
h∂2y + µ
N
1 (ξ0 + yh
1/2)−Θ0
)
v, v
〉
L2(R2+)
≤ sn0(h)‖v‖2L2(R2+) . (2.102)
Soit 0 > 0, graˆce au corollaire 2.31, on a∫
|y|≥0h−1/2
∣∣∣∣(µN1 (ξ0 + yh1/2)−Θ0 − h(µN1 )′′(ξ0)2 y2
)
v
∣∣∣∣2 dy dz = O(h∞)‖v‖2L2(R2+) .
On se sert d’une formule de Taylor pour le potentiel y 7→ µN1 (ξ0 + h1/2y) : il existe une
constante C(0) > 0 telle que∫
|y|≥0h−1/2
∣∣∣∣(µN1 (ξ0 + yh1/2)−Θ0 − h(µN1 )′′(ξ0)2 y2
)
v
∣∣∣∣2 dy dz ≤ C(0)‖y3h3/2v‖2L2(R2+)
≤ C1(0)h3‖v‖2L2(R2+) .
ou` C1(0) > 0 est une constante qui vient du corollaire 2.93. Ainsi en utilisant (2.102) on
a
h
〈(
∂2y +
(µN1 )
′′(ξ0)
2
y2
)
v, v
〉
− C2h3/2‖v‖2L2(R2+) ≤ sn0(h)‖v‖
2
L2(R2+
avec C2 > 0 une constante. En appliquant le corollaire 2.34, on obtient
h
〈(
−∂2y +
(µN1 )
′′(ξ0)
2
y2
)
Π0v,Π0v
〉
− C3h9/8‖Π0v‖2L2(R2+) ≤ sn0(h)‖Π0v‖
2
L2(R2+)
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ou` C3 > 0 est une constante. Ainsi on de´duit du principe du min-max que
(2n0 − 1)
√
(µN1 )
′′(ξ0)
2
h− Ch9/8 ≤ sn0(h) .
La construction des quasi-modes et la majoration (2.26) assuraient que l’ope´rateur Lh
posse`de au moins n0 valeurs propres dans l’intervalle
[
0, (2n0 − 1)( (µ
N
1 )
′′(ξ0)
2
)1/2h
]
pour
h assez petit. La minoration que nous venons d’obtenir montre qu’il y a exactement n0
valeurs propres dans cet intervalle pour h assez proche de 0. Nous rappelons que sn(h)
est la n-ie`me valeur propre de Lh et nous de´duisons de la proposition 2.25 :
Proposition 2.36. Pour tout n∗ ≥ 1 et pour tout J ≥ 1, il existe deux constantes Cn∗,J et
h0 > 0 telles que pour tout 1 ≤ n ≤ n∗, la n-ie`me valeur propre de Lh ve´rifie
|sn(h)− sJn(h)| ≤ Cn∗,JhJ+1 ,
ou` la quasi-valeur propre sJn(h) a e´te´ de´finie en (2.82).
Ainsi les se´ries formelles construites dans la section pre´ce´dente fournissent bien les
de´veloppements asymptotiques des plus petites valeurs propres de Lh quand h tend vers
0. Puisque ces se´ries formelles sont distinctes, on obtient que pour h suffisamment petit,
la n-ie`me valeur propre est simple. Revenons a` l’ope´rateur Lθ : on rappelle la relation
entre les spectres des ope´rateurs Lθ et Lh (voir (2.60)) :
σn(θ) = cos θ
(
Θ0 + sn(tan θ)
)
.
Ainsi en utilisant les de´veloppements en se´ries de tan θ et cos θ , la proposition 2.36
fournit une suite de re´els (βj,n)j telle que
∀J ≥ 0, cos θ (Θ0 + sJn(tan θ)) = J∑
j=0
βj,nθ
j +O(θJ+1) . (2.103)
Graˆce a` (2.82), les re´els βj,n se de´duisent des γj,n construits par re´currence, on a en parti-
culier β0,n = Θ0 et β1,n = (2n−1)
√
(µN1 )
′′(ξ0)
2
. On a donc montre´ l’asymptotique suivante :
The´ore`me 2.37. Il existe une suite (βj,n)j≥0 telle que pour tout n∗ ≥ 1 et J ≥ 1 on a une
constante Cn∗,J > 0 et un angle θ∗ > 0 tels que pour 1 ≤ n ≤ n∗ et θ ∈ (0, θ∗), σn(θ) est
une valeur propre simple de Lθ. On a de plus
|σn(θ)−
J∑
j=0
βj,nθ
j| ≤ Cn∗,JθJ+1 ,
ou` les (βj,n) se de´duisent des (γj,n) a` partir de (2.82) et (2.103). Les premiers termes de
l’asymptotique sont :
β0,n = Θ0 et β1,n = (2n− 1)
√
(µN1 )
′′(ξ0)
2
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Remarque 2.38. On peut de´duire du the´ore`me spectral un re´sultat d’approximation pour
les vecteurs propres. Rappelons que nous avons de´fini uJh,n le n-ie`me vecteur propre ap-
proche´ a` l’ordre J pour l’ope´rateur Lh. Puisque l’e´cart entre les valeurs propres est de
l’ordre de grandeur de h, on applique le the´ore`me spectral pour les vecteurs propres (voir
[VL62]) a` partir de l’estimation (2.83) :
‖uJh,n − uh,n‖L2(R2+) = O(hJ) ,
Notons que cette estimation n’est pas uniforme par rapport a` J ou n. On a bien suˆr un
re´sultat similaire pour les vecteurs propres de Lθ en utilisant le changement de coor-
donne´es (2.9) ainsi que h = tan θ. On remarque que le de´veloppement des vecteurs
propres deLθ fait intervenir l’e´chelle “naturelle” θ1/2. Pour des raisons de parite´, l’asymp-
totique des valeurs propres σn(θ) quand θ tend vers 0 ne comprend que des puissances
entie`res de θ.
Deuxie`me partie
L’ope´rateur de Schro¨dinger avec champ
magne´tique sur le die`dre
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Chapitre 3
Re´duction du die`dre au secteur
Nous nous inte´ressons a` la re´alisation de Neumann de l’ope´rateur de Schro¨dinger avec
champ magne´tique constant unitaire dans un die`dre infini. Dans la section 3.1, nous dis-
cutons du choix du potentiel magne´tique associe´ au champ magne´tique et nous montrons
que le proble`me se rame`ne a` une famille d’ope´rateurs sur un secteur. Dans la section
3.2 nous pre´sentons un ope´rateur mode`le qui correspond a` la situation particulie`re ou` le
champ magne´tique est paralle`le a` l’areˆte du die`dre. Dans la section 3.3, nous e´tudions la
de´pendance du spectre de l’ope´rateur sur le die`dre par rapport a` la ge´ome´trie du proble`me,
c’est-a`-dire par rapport a` la direction du champ magne´tique et a` l’angle d’ouverture du
die`dre. Nous montrons en particulier des proprie´te´s de syme´trie et de continuite´. Fi-
nalement, nous montrons dans la section 3.4 des estimations sur le bas du spectre de
l’ope´rateur.
Nous ne conside´rerons que des domaines convexes. Pour α ∈ (0, pi) nous de´finissons
le die`dre infini d’angle α comme le domaine
Dα := {(x1, x2, x3) ∈ R3, x1 > 0, |x2| < x1 tan α2 } .
Nous e´tendons cette de´finition en posant Dpi pour le demi-espace d’e´quation {x1 > 0}.
Nous supposons que le die`dre est plonge´ dans un champ magne´tique constant unitaire
B := (b1, b2, b3) .
Lorsque nous e´tudierons l’influence de la direction du champ magne´tique, il sera pertinent
d’utiliser les coordonne´es sphe´riques :
B = (sin θ sin γ, cos θ sin γ, cos γ) (3.1)
avec θ ∈ [0, 2pi) et γ ∈ [0, pi] (voir la figure 3.1). Nous cherchons un potentiel magne´tique
A ve´rifiant rotA = B. En notant A = (a1, a2, a3), on cherche donc une solution au
syste`me suivant :
rotA = B :

∂x2a3 − ∂x3a2 = b1 ,
−∂x1a3 + ∂x3a1 = b2 ,
∂x1a2 − ∂x2a1 = b3 .
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x1
x3
x2
α
−→
B
θ
γ
Sα
FIGURE 3.1 – Le die`dre infini d’ouverture α et le champ magne´tique B de coordonne´es
sphe´riques (γ, θ).
Puisque le die`dre Dα est invariant par translation selon l’axe {x3}, il est naturel de
chercher une solution particulie`re de ce syste`me sous la forme d’un potentiel magne´tique
qui ne de´pend pas de x3. Nous sommes donc amene´s a` re´soudre le syste`me
∂x2a3 = b1 , (3.2a)
−∂x1a3 = b2 , (3.2b)
∂x1a2 − ∂x2a1 = b3 . (3.2c)
Graˆce aux e´quations (3.2a) et (3.2b), nous voyons qu’une solution particulie`re pour la
troisie`me coordonne´e de A est donne´e par
a3(x1, x2) = x2b1 − x1b2 . (3.3)
Une solution qui ve´rifie (3.2c) est donne´e par a1(x1, x2) = −
x2
2
b3 ,
a2(x1, x2) =
x1
2
b3 .
Nous avons donc trouve´ un potentiel magne´tique qui est une solution particulie`re de
rotA = B, que nous notons AS :
AS(x1, x2, x3) :=
(
−x2
2
b3,
x1
2
b3, x2b1 − x1b2
)
. (3.4)
Nous pouvons de´finir l’ope´rateur de Schro¨dinger magne´tique avec condition de Neumann
(cf (B.2)) :
PAS,Dα := −(∇− iAS)2
dont le domaine Dom(PAS,Dα) est de´fini en (B.3). On introduit la notation suivante pour
le bas de son spectre :
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De´finition 3.1. Pour un champ magne´tique B = (b1, b2, b3) donne´, on de´finit
s(B;α) = infS
(
PAS,Dα
)
ou` AS est fourni par (3.4).
Notons que pour un champ magne´tique B constant unitaire donne´, il n’y a pas unicite´
de la solution pour le proble`me e´nonce´ en (3.2c), (3.2a) et (3.2b) : nous donnerons dans la
suite des solutions explicites diffe´rentes de AS. Nous introduisons la classe des potentiels
magne´tiques que nous allons utiliser :
De´finition 3.2. SoitB un champ magne´tique constant unitaire. On noteA (B) l’ensemble
des fonctions de Dα a` valeurs dans R3 ve´rifiant les hypothe`ses suivantes :
rotA = B , (3.5a)
A est invariant par translation selon l’axe {x3} , (3.5b)
A est line´aire . (3.5c)
L’ensemble A (B) est appele´ la classe des potentiels magne´tiques associe´e au champ
magne´tique B.
Un repre´sentant A ∈ A (B) de cette classe sera appele´ un potentiel magne´tique as-
socie´ au champ magne´tique B. Pour un tel potentiel magne´tique, nous de´finissons PA,Dα
la re´alisation de Neumann de l’ope´rateur de Schro¨dinger avec champ magne´tique. On re-
marque que AS ∈ A (B), ainsi on a rot(A −AS) = 0 sur Dα. Puisque l’ouvert Dα est
simplement connexe, on sait que A et AS diffe`rent d’un gradient au sens suivant :
∃φ ∈ L2loc(Dα), A−AS = ∇φ .
Puisqu’on a suppose´ que les e´le´ments de la classeA (B) sont line´aires, on de´duit que φ est
quadratique. La fonction φ est appele´e la “jauge” du potentiel A par rapport au potentiel
AS. On obtient graˆce a` la proposition B.2 sur le changement de jauge :
Proposition 3.3. SoitB un champ magne´tique constant unitaire. La famille (PA,Dα)A∈A (B)
forme une famille d’ope´rateurs deux a` deux unitairement e´quivalents. Le spectre de PA,Dα
ne de´pend que du champ magne´tique B et de l’ouvert Dα. On a en particulier :
∀A ∈ A (B), infS (PA,Dα) = s(B;α) . (3.6)
Lorsque nous souhaiterons e´tudier la de´pendance du bas du spectre par rapport aux
coordonne´es sphe´riques du champ B (voir (3.1)), nous noterons aussi
s(γ, θ;α) := s(B;α) . (3.7)
Nous allons de´montrer un re´sultat typique des ope´rateurs sur un domaine invariant par
translation : le spectre discret de l’ope´rateur PA,Dα est vide. On commence par un lemme
classique :
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Lemme 3.4. Soit Ta l’ope´rateur de translation dans la direction x3 :
Tau(x1, x2, x3) = u(x1, x2, x3 − a) .
Soit F un espace vectoriel de dimension finie compose´ de fonctions continues par rapport
a` la variable x3. On suppose que
∀a ∈ R, Ta(F ) ⊂ F .
Alors les e´le´ments de F sont re´guliers et sont solutions d’une e´quation diffe´rentielle
line´aire a` coefficients constants.
On peut maintenant e´noncer le re´sultat sur la nature du spectre de l’ope´rateur PA,Dα :
Proposition 3.5. On a
S (PA,Dα) = Sess (PA,Dα)
et s(B;α) ne peut pas correspondre a` une valeur propre isole´e pour PA,Dα .
Preuve : Supposons que le bas du spectre ne corresponde pas a` du spectre essentiel. Il
s’agit alors d’une valeur propre de multiplicite´ finie et il existe un vecteur propre associe´
dans le domaine de l’ope´rateur que nous notons u. Puisque le die`dre est invariant selon
x3, il est clair que pour tout a ∈ R, la fonction de´finie sur Dα par
ua : (x1, x2, x3) 7→ u(x1, x2, x3 − a)
est encore dans le domaine de l’ope´rateur. De plus, comme A ne de´pend pas de x3, la
fonction ua est encore un vecteur propre de PA,Dα associe´ a` la meˆme valeur propre. L’es-
pace propre associe´ est donc stable par translation selon la direction x3. Le die`dre Dα est
convexe, donc d’apre`s la proposition A.4, les fonctions propres sont continues, ainsi les
fonctions propres sont continues par rapport a` la variable x3. On utilise le lemme 3.4 : les
fonctions propres sont solutions d’une e´quation diffe´rentielle (par rapport a` la variable x3)
line´aire a` coefficients constants. Ils ne sont donc pas dans L2(Dα), ce qui est une contra-
diction puisque les vecteurs propres doivent eˆtre dans le domaine de l’ope´rateur. 
3.1 Re´duction de la dimension
3.1.1 Choix du potentiel magne´tique
Soit B un champ magne´tique constant unitaire. Nous de´crivons les potentiels magne´-
tiques A ∈ A (B). L’hypothe`se (3.5b) traduit le fait que le potentiel magne´tique A ne
de´pend pas de x3. Nous de´finissons le secteur infini d’angle α ∈ (0, pi] comme l’intersec-
tion de Dα et du plan {x3 = 0} :
Sα = {(x1, x2) ∈ R2, x1 > 0, |x2| ≤ x1 tan α2 } . (3.8)
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Ainsi un potentiel magne´tique A ∈ A (B) peut eˆtre vu comme une fonction line´aire
de´finie sur Sα a` valeurs dans R3. Nous notons ge´ne´riquement A = (a1, a2, a3). Graˆce aux
e´quations (3.2a) et (3.2b), nous fixons la troisie`me coordonne´e de A en prenant
a3(x1, x2) = x2b1 − x1b2 . (3.9)
Nous reconnaissons en (3.2c) un rotationnel en dimension 2 que nous de´finissons naturel-
lement :
De´finition 3.6. Pour une fonction A := (a1, a2) de´finie sur Sα a` valeurs dans R2, on
de´finit
rotA = ∂x1a2 − ∂x2a1
son rotationnel en dimension 2.
Nous introduisons une nouvelle classe de fonctions de´finies sur le secteur :
De´finition 3.7. Etant donne´ un scalaire b3, on de´finit A (b3) comme l’ensemble des fonc-
tions A : Sα 7→ R2 ve´rifiant les hypothe`ses suivantes :{
rotA = b3 , (3.10a)
A est line´aire . (3.10b)
Un telA est appele´ “potentiel magne´tique plan” associe´ au scalaire b3. Lorsqu’il n’y aura
pas d’ambiguı¨te´ sur le nombre de composantes du potentiel, nous appellerons encore A
“potentiel magne´tique”.
La proposition suivante fait le lien entre cette de´finition et la de´finition 3.2 :
Proposition 3.8. Soit B := (b1, b2, b3) un champ magne´tique constant unitaire. Soit a3 :
Sα 7→ R la fonction de´finie par a3(x1, x2) = x2b1− x1b2. Soit A : Sα 7→ R2 une fonction
de´finie sur le secteur. Alors A ∈ A (b3) si et seulement si la fonction A := (A, a3) est
dans la classe A (B).
Ainsi une fois le potentiel magne´tique plan A ∈ A (b3) choisi, on de´duit le potentiel
magne´tique A ∈ A (B) a` partir de la relation
A = (A, a3) (3.11)
avec a3 de´fini en (3.9). On a donc AS(x1, x2) = (−x22 b3, x12 b3) et AS ∈ A (b3). Comme
pour un potentiel magne´tique en dimension 3, deux potentiels magne´tiques plans qui sont
dans la classe A (b3) diffe`rent d’un gradient :
∀A ∈ A (b3), ∃φ ∈ L2loc(Sα), A = AS +∇φ .
On e´tend φ en une fonction de´finie sur le die`dre en posant φ(x1, x2, x3) = φ(x1, x2) ⊗
Id(x3). On a alors d’apre`s (3.11)
A = AS +∇φ .
Nous citons maintenant trois choix particuliers de potentiels magne´tiques plans dans la
classeA (b3). Les potentiels magne´tiques dans la classeA (B) correspondants se de´duisent
graˆce a` (3.11). Nous explicitons aussi les ope´rateurs de Schro¨dinger associe´s :
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• Le potentiel appele´ “potentiel syme´trique” a de´ja` e´te´ pre´sente´ : il s’agit deAS(x1, x2) =
(−x2
2
b3,
x1
2
b3). L’ope´rateur associe´ est
PAS,Dα =
(
Dx1 +
x2
2
b3
)2
+
(
Dx2 −
x1
2
b3
)2
+ (Dx3 + x1b2 − x2b1)2 .
• Le potentiel de Landau : AL(x1, x2) = (0, x1b3). L’ope´rateur associe´ est
PAL,Dα = D
2
x1
+ (Dx2 − x1b3)2 + (Dx3 + x1b2 − x2b1)2 .
• Le potentiel AR(x1, x2) = (−x2b3, 0) et l’ope´rateur associe´ :
PAR,Dα = (Dx1 + x2b3)
2 +D2x2 + (Dx3 + x1b2 − x2b1)2 .
Les trois ope´rateur cite´s sont unitairement e´quivalents d’apre`s la proposition B.2. Nous
explicitons la jauge qui permet de passer d’un potentiel magne´tique a` l’autre pour les
exemples cite´s ci-dessus : on a AL −AS = ∇φL avec
φL(x1, x2) =
1
2
x1x2b3 .
De meˆme on trouve que AR −AS = ∇φR avec
φR(x1, x2) = −1
2
x1x2b3 .
3.1.2 Re´duction a` un proble`me sur un secteur
Nous supposons de´sormais que A ∈ A (B) s’e´crit
A(x1, x2) = (A(x1, x2), x2b1 − x1b2)
avecA ∈ A (b3) (nous avons donne´ ci-dessus trois exemples pour un tel potentiel magne´tique).
Nous re´alisons une transforme´e de Fourier partielle par rapport a` la variable x3 :
PA,Dα =
∫ ⊕
τ∈R
PA,Sα + (τ − (x2b1 − x1b2))2 dτ . (3.12)
Nous voyons apparaıˆtre le potentiel (x1b2−x2b1+τ)2. Nous rappelons que dans le chapitre
1, nous avons e´tudie´ l’ope´rateur −∂2t + (t − τ)2 pour t > 0. Ainsi afin de garder la
meˆme convention sur le parame`tre de Fourier que dans les chapitres pre´ce´dents, nous
re´alisons le changement de variable τ → −τ dans (3.12). Nous introduisonsB := (b1, b2)
la projection du champ magne´tique sur le plan {x3 = 0}. En de´finissant le potentiel
e´lectrique
VB, τ (x1, x2) := (x1b2 − x2b1 − τ)2 , (3.13)
on a donc
PA,Dα =
∫ ⊕
τ∈R
(
PA,Sα + VB, τ
)
dτ (3.14)
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ou` l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ est la re´alisation de Neumann de (−i∇−A)2 + VB, τ sur le
secteur Sα. Il s’agit d’un ope´rateur de Schro¨dinger avec un potentiel magne´tique plan A
et un potentiel e´lectrique VB, τ . Ce type d’ope´rateur a e´te´ introduit dans la section B.2.
Pour le choix du potentiel magne´tique AS(x1, x2) = (−x22 b3, x12 b3) qui appartient bien a`
la classe A (b3), on peut de´finir
s(B;α, τ) := infS
(
PAS,Sα + VB, τ
)
.
D’apre`s la proposition B.2 sur les changements de jauge, les ope´rateurs (PA,Sα+VB, τ )A∈A (b3)
forment une famille d’ope´rateurs unitairement e´quivalents deux a` deux. Ainsi le spectre
de l’ope´rateur de Schro¨dinger avec champ magne´tique A et potentiel e´lectrique VB, τ sur
le secteur Sα ne de´pend que de l’orientation du champ magne´tique B, de l’angle α et de
la valeur du parame`tre de Fourier τ . On a donc :
∀A ∈ A (b3), infS (PA,Sα + VB, τ ) = s(B;α, τ) . (3.15)
Nous rappelons que (γ, θ) sont les coordonne´es sphe´riques du champ magne´tique B et
nous de´finissons
Vγ, θ, τ (x1, x2) := (x1 cos θ sin γ − x2 sin θ sin γ − τ)2 . (3.16)
D’apre`s la de´finition (3.13) on a bien VB, τ = Vγ, θ, τ .
Remarque 3.9. Si γ = pi
2
, c’est-a`-dire si le champ magne´tique B est orthogonal a` l’areˆte
du die`dre, on a Vpi
2
, θ, τ = (x1 cos θ − x2 sin θ − τ)2. L’ope´rateur PA,Sα + VB, τ est alors
l’ope´rateur −∆ + (x1 cos θ− x2 sin θ− τ)2 sur le secteur Sα avec condition de Neumann
sur le bord.
Lorsqu’il sera pertinent de repre´senter le champ magne´tique B par ses coordonne´es
sphe´riques, nous noterons
s(γ, θ;α, τ) := s(B;α, τ) . (3.17)
D’apre`s (3.14), on a une relation importante entre le proble`me spectral sur le die`dre et
celui sur le secteur :
Proposition 3.10. Pour tout champ magne´tique B constant unitaire, on a
s(B;α) = inf
τ∈R
s(B;α, τ) , (3.18)
soit en coordonne´es sphe´riques :
s(γ, θ;α) = inf
τ∈R
s(γ, θ;α, τ) . (3.19)
Remarque 3.11. On voit la` un principe ge´ne´ral des ope´rateurs de Schro¨dinger magne´tiques
que nous avions de´ja` vu dans les chapitres pre´ce´dents : on trouve un lien entre le bas du
spectre de l’ope´rateur et l’infimum des spectres d’une famille d’ope´rateurs dans un espace
de dimension infe´rieure.
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Il sera inte´ressant de savoir si la valeur s(B;α, τ) correspond a` du spectre discret pour
l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ . Ainsi nous de´finissons
s ess(B;α, τ) := infSess (PA,Sα + VB, τ ) (3.20)
le bas du spectre essentiel de l’ope´rateur de´fini sur le secteur. Nous notons encore en
coordonne´es sphe´riques
s ess(γ, θ;α, τ) = s ess(B;α, τ) .
Il est a` noter que cette quantite´ n’a a priori pas de lien direct avec le spectre de l’ope´rateur
PA,Dα .
3.2 Cas particulier d’un champ tangent a` l’areˆte
Nous de´crivons ici les re´sultats connus lorsque le champ magne´tique a comme co-
ordonne´es carte´siennes B = (0, 0, 1) : il est tangent a` l’areˆte du die`dre. La coordonne´e
sphe´rique γ vaut alors 0 et la coordonne´e θ n’est pas de´finie. Le potentiel magne´tique en
dimension 3 est alors A = (A, 0) avec A ∈ A (1) et le potentiel e´lectrique est constant :
VB, τ = τ
2. L’ope´rateur de Schro¨dinger sur le secteur Sα est
PA,Sα + VB, τ = PA,Sα + τ
2 , (3.21)
Nous notons
µ(α) := infS (PA,Sα) .
de sorte que s(B;α, τ) = µ(α) + τ 2. Ainsi d’apre`s (3.18) on a
s(B;α) = µ(α)
et pour e´tudier le bas du spectre de l’ope´rateur PA,Dα , il suffit d’e´tudier le bas du spectre
de l’ope´rateur PA,Sα .
Remarque 3.12. L’ope´rateur PA,Sα avec A ∈ A (1) sera conside´re´ comme un ope´rateur
mode`le pour e´tudier l’ope´rateur PA,Sα +VB, τ dans le cas ge´ne´ral B 6= (0, 0), c’est-a`-dire
lorsque B 6= (0, 0, 1).
L’ope´rateur PA,Sα avec A ∈ A (1) a e´te´ e´tudie´ dans [Bon03a]. Le bas du spectre
essentiel de PA,Sα vaut Θ0 (voir [Bon05]) et donc
∀α ∈ (0, pi], µ(α) ≤ Θ0 . (3.22)
Il est de´montre´ dans [Jad01b] et [Pan02] que µ(pi
2
) < Θ0. On trouve dans [Bon05] l’esti-
mation suivante :
∀α ∈ (0, pi
2
], µ(α) ≤ Θ0
sinα
− cosα
4 sinα
uNξ0(0)
4 . (3.23)
On a donc que µ(α) est une valeur propre de PA,Sα pour α ∈ (α0, pi2 ] avec
α0 :=
pi
2
− 2 arctan(u
N
ξ0
(0)4
4Θ0
) .
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A l’aide d’estimations sur Θ0 et uNξ0(0) (voir par exemple [BN12]), on trouve α0 ' 1.09.
L’e´tude d’un ope´rateur unidimensionnel fournit dans [Bon05] le quasi-mode suivant :
u1(ρ, φ) = e
−iφρ2
2 exp
(
−αρ
2
4
(
1√
3
− i
))
ou` (ρ, φ) sont les coordonne´es polaires associe´es a` (x1, x2). Ce quasi-mode fournit la
majoration :
µ(α) ≤ α√
3
. (3.24)
Dans [Bon05, proposition 4.2], cette construction de quasi-mode est ame´liore´e et permet
d’obtenir :
∀α ∈ (0, pi], µ(α) ≤ α√
3 + α2
, (3.25)
La majoration (3.22) est donc stricte pour des valeurs de α suffisamment petites. En
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FIGURE 3.2 – Localisation de µ(α). Les courbes (1), (2), (3), (4) et (5) correspondent
respectivement aux estimations (3.22), (3.24), (3.25), (3.23) et (3.27). Ce graphe est issu
de [Bon03b].
utilisant ces deux majorations, on de´montre que µ(α) < Θ0 pour α ∈ (0, pi2 ]. Bien que des
calculs nume´riques le laissent penser (voir [ABN06] et [BNDMV07]), ce fait n’est pas
de´montre´ en ge´ne´ral pour α ∈ (pi
2
, pi).
Des estimations d’Agmon base´es sur la connaissance du spectre essentiel permettent de
montrer que les vecteurs propres associe´s sont concentre´s dans le coin du secteur et
de´croissent exponentiellement vite a` l’infini. Plus pre´cise´ment on suppose que µ(α) < Θ0
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et on note Uα un vecteur propre normalise´ associe´ a` la valeur propre µ(α). Soit  ∈
(0,Θ0 − µ(α)). On de´finit la fonction
φ(x1, x2) =
√
Θ0 − µ(α)− 
√
x21 + x
2
2, (x1, x2) ∈ Sα .
On trouve alors dans [Bon05] l’estimation suivante : il existe une constante C, α telle que
‖eφUα‖H1A(Sα) ≤ C, α . (3.26)
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FIGURE 3.3 – Illustration de µ(α) graˆce a` un calcul par e´le´ments finis issu de
[BNDMV07]. On a aussi repre´sente´ les encadrants des estimations (3.22), (3.24) et (3.27).
Quand l’angle d’ouverture du secteur tend vers 0, on trouve dans [Bon05] l’asymptotique
“petits angles” suivante :
µ(α) ∼
α→0
α√
3
et pour α assez petit, cette valeur propre est simple. Dans [Bon05], une construction de
quasi-modes fournit un de´veloppement asymptotique de la plus petite valeur propre a` tout
ordre en puissances impaires de α.
Il est de´montre´ que les fonctions α 7→ αµ(α) et α 7→ µ(α)/α sont respectivement crois-
sante et de´croissante. En utilisant le fait que µ(pi) = Θ0, on a ainsi une minoration :
∀θ ∈ (0, pi], Θ0α
pi
≤ µ(α) . (3.27)
Des simulations nume´riques issues de [ABN06] et [BNDMV07] laissent penser que α 7→
µ(α) est croissante sur (0, pi), mais ce re´sultat n’est pas de´montre´.
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Remarque 3.13. D’apre`s (3.21), pour ce cas mode`le le minimum en τ du bas du spectre
de la famille d’ope´rateurs a` parame`tre sur le secteur (PA,Sα + VB, τ )τ∈R est atteint pour
τ = 0, ainsi le bas du spectre de l’ope´rateur sur le die`dre se de´duit directement de l’e´tude
d’un ope´rateur de Schro¨dinger magne´tique sans potentiel e´lectrique sur le secteur. Nous
allons voir que lorsque γ 6= 0, c’est-a`-dire lorsque le champ magne´tique B n’est pas
paralle`le a` l’areˆte du die`dre Dα, l’influence du parame`tre de Fourier τ sur le spectre de
l’ope´rateur PA,Sα+VB, τ rajoute une difficulte´ supple´mentaire par rapport au cas γ = 0, et
il faudra e´tudier une famille d’ope´rateurs de Schro¨dinger magne´tique sur le secteur avec
un potentiel e´lectrique qui de´pend d’un parame`tre. Sauf mention explicite, nous suppose-
rons que γ 6= 0 dans la suite, c’est-a`-dire que le champ magne´tique n’est pas tangent a`
l’areˆte du die`dre.
3.3 Cas d’un champ non tangent a` l’areˆte
Nous rappelons que nous notons (γ, θ) les coordonne´es sphe´riques du champ magne´tique
B. Dans cette section nous supposerons que γ 6= 0, c’est-a`-dire que le champ magne´tique
n’est pas tangent a` l’areˆte du die`dre (voir figure 3.1).
3.3.1 Re´duction du domaine d’e´tude
On rappelle que l’on note B = (b1, b2, b3). Nous montrons que nous pouvons nous
ramener au cas ou` les bi sont tous positifs.
Proposition 3.14. Soit ε ∈ {−1, 1}3 et soit Bε le champ magne´tique de coordonne´es
(εibi)i. Alors la re´union des familles (PA,Dα)A∈A (B) et (PA,Dα)A∈A (Bε) forme une col-
lection d’ope´rateurs deux a` deux unitairement e´quivalents.
Preuve :
• Si ε = (−1,−1,−1), on a Bε = −B. Soit A ∈ A (B), alors on a −A ∈ A (−B).
La proposition B.5 montre que PA,Sα et P−A,Sα sont unitairement e´quivalents.
• Si ε = (1, 1,−1), on a Bε = (b1, b2,−b3). Soit ALε le potentiel de Landau associe´
dans A (Bε). L’ope´rateur s’e´crit :
PALε ,Dα = D
2
x1
+ (Dx2 + x1b3)
2 + (Dx3 − x2b1 + x1b2)2 .
On re´alise la syme´trie X3 = −x3 qui laisse bien le die`dre invariant et nous donne
l’ope´rateur unitairement e´quivalent :
D2x1 + (Dx2 + x1b3)
2 + (−DX3 − x2b1 + x1b2)2 .
D’apre`s le premier point, on peut alors changer (b1, b2,−b3) en (−b1,−b2, b3) et on
obtient un nouvel ope´rateur unitairement e´quivalent :
D2x1 + (Dx2 − x1b3)2 + (−DX3 + x2b1 − x1b2)2 ,
En utilisant (−DX3 + x2b1− x1b2)2 = (DX3 − x2b1 + x1b2)2, on reconnaıˆt PAL,Dα
avec AL ∈ A (B).
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• Si ε = (1, 1,−1), on fait le meˆme raisonnement avec la syme´trie X2 = −x2 qui
laisse elle aussi le die`dre invariant.
Puisque ces trois permutations engendrent {−1, 1}3, la proposition est montre´e. 
On peut donc restreindre l’e´tude de l’ope´rateur de Schro¨dinger magne´tique avec champ
constant sur le die`dre au cas ou` les coordonne´es du champ magne´tiqueB sont toutes posi-
tives, c’est-a`-dire au cas (γ, θ) ∈ [0, pi
2
]× [0, pi
2
] ou` (γ, θ) sont les coordonne´es sphe´riques
du champ magne´tique.
Dans toute la suite, on suppose que (γ, θ) ∈ [0, pi
2
]× [0, pi
2
].
3.3.2 Des conditions ge´ome´triques
Nous de´finissons maintenant des conditions ge´ome´triques qui joueront un roˆle discri-
minant dans notre e´tude. L’ope´rateur PA,Sα +Vγ, θ, τ est un ope´rateur de Schro¨dinger avec
un potentiel e´lectrique re´gulier positif Vγ, θ, τ , cf (3.16). Nous avons vu dans les chapitres
pre´ce´dents que la zone d’annulation du potentiel jouait un roˆle clef pour e´tudier les paires
propres d’un ope´rateur de Schro¨dinger. Ici le potentiel s’annule sur la droite
Υ := {(x1, x2) ∈ R2, x1 cos θ sin γ − x2 sin θ sin γ − τ = 0} . (3.28)
Cette droite fait l’angle θ ∈ [0, pi
2
] avec l’axe {x2}. Le potentiel Vγ, θ, τ (x1, x2) vaut le carre´
de la distance du point (x1, x2) a` la droite Υ. Nous de´finissons trois configurations pour
cette droite Υ :
De´finition 3.15 (Condition de la droite sortante). On appelle condition de la droite sor-
tante la condition
0 ≤ θ < pi − α
2
.
Cette situation est repre´sente´e sur la figure 3.4. On dit que la droite Υ sort du secteur Sα
ou que le champ magne´tique B sort du die`dre Dα.
De´finition 3.16 (Condition de la droite tangente). On appelle condition de la droite tan-
gente la condition
θ =
pi − α
2
.
La droite Υ est alors paralle`le au bord supe´rieur du secteur Sα. Cette situation est
repre´sente´e sur la figure 3.5. On dit alors que le champ magne´tique est tangent au die`dre :
cette situation correspond a` un champ magne´tique qui est contenu dans une des faces du
die`dre.
De´finition 3.17 (Condition de la droite entrante). On appelle condition de la droite en-
trante la condition
pi − α
2
< θ ≤ pi
2
.
Cette situation est repre´sente´e sur la figure 3.6, on dit que la droite Υ entre dans le secteur
Sα ou que le champ magne´tique entre dans le die`dre Dα.
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O
x1
x2
α
− τ
b1
θ
Sα
Υ
FIGURE 3.4 – La direction de la droite Υ est donne´e par la projection du champ
magne´tique B sur le plan {x3 = 0}. Cette droite fait l’angle θ avec l’axe {x2}. Ici la
droite est dite sortante : 0 ≤ θ < pi−α
2
.
O
x1
τ
Sα
x2
pi−α
2
Υ
FIGURE 3.5 – Condition de la droite tangente : la droite Υ est paralle`le au bord supe´rieur
du secteur Sα et on a θ = pi−α2 . Cette situation correspond a` un champ magne´tique B
contenu dans une des faces du die`dre Dα.
On fait le raisonnement heuristique que le potentiel confine les vecteurs propres dans
sa valle´e d’annulation et on de´crit l’intersection entre la droite Υ et le secteur Sα selon les
valeurs du parame`tre de Fourier τ :
• Cas sortant : l’ensemble Υ∩Sα est vide si τ < 0 et il s’agit d’un intervalle borne´ si
τ ≥ 0. Dans le second cas, on s’attend a` une situation proche de celle d’un ope´rateur
de Schro¨dinger sur un domaine borne´.
• Cas tangent : l’ensemble Υ ∩ Sα est vide si τ ≤ 0 et il s’agit d’une demi-droite
contenue dans le secteur si τ > 0.
• Cas entrant : l’intersection Υ ∩ Sα est toujours une demi-droite contenue dans le
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Coordonne´es
sphe´riques de B
Position de B par rapport
a` Dα
Remarque particulie`re
γ = 0 Tangent a` l’areˆte du
die`dre
La droite Υ n’est pas
de´finie et s(B;α) = µ(α)
γ = pi2 Perpendiculaire a` l’areˆte
du die`dre
A = 0 et l’ope´rateur
PA,Sα + VB, τ est re´el
θ = pi2 Contenu dans le plan bis-
secteur du die`dre
La droite Υ est toujours
entrante
θ = pi−α2 Contenu dans une des
faces du die`dre
La droite Υ est tangente
TABLE 3.1 – Description du champ magne´tique B et de la position de la droite Υ selon
les coordonne´es sphe´riques (γ, θ) pour quelques cas particuliers.
secteur. On a une ligne d’annulation du potentiel contenue dans Sα. On s’attend
alors a` un comportement similaire a` celui de´crit dans le chapitre 2 pour l’ope´rateur
Lθ.
O α
x1
Sα
x2
θ
Υ
FIGURE 3.6 – La droite Υ entre dans le secteur Sα : pi−α2 < θ ≤ pi2 .
Nous donnons dans la table 3.1 quelques exemples en coordonne´es sphe´riques (γ, θ) pour
le champ magne´tique B. Lorsque γ = 0, le champ magne´tique est tangent a` l’areˆte du
die`dre et la droite Υ n’est pas de´finie. Pour ce cas particulier, des re´sultats connus ont e´te´s
rappele´s dans la section 3.2. Lorsque γ = pi
2
, le champ magne´tique est perpendiculaire a`
l’areˆte du die`dre et l’ope´rateur sur le secteur est alors
PA,Sα + VB, τ = −∆ + (x1 cos θ − x2 sin θ − τ)2 ,
il est en particulier re´el.
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Lorsque θ = pi
2
et γ est quelconque, le champ magne´tique est contenu dans le plan bis-
secteur du die`dre d’e´quation {x2 = 0}. On constate que la droite Υ est toujours de type
entrante. Le chapitre 7 sera consacre´ a` ce cas particulier.
3.3.3 Continuite´ pour le bas du spectre
Nous montrons la continuite´ du bas du spectre de PA,Dα par rapport au champ magne´tique
B et a` l’angle α lorsque ceux-ci varient dans un domaine que nous allons pre´ciser. Nous
parame´trons B par ses coordonne´es sphe´riques (γ, θ). En vue d’appliquer la the´orie des
perturbations a` l’ope´rateur PA,Sα + Vγ, θ, τ , nous allons chercher a` expliciter son domaine
de forme. La forme quadratique associe´e a` cet ope´rateur est
QA, τ (u) =
∫
Sα
|∇Au|2 + Vγ, θ, τ |u|2 dx1 dx2 (3.29)
de´finie sur le domaine de forme
H1A,Vγ, θ, τ (Sα) = {u ∈ L2(Sα),∇Au ∈ L2(Sα),
√
Vγ, θ, τ u ∈ L2(Sα)}. (3.30)
Nous allons comparer les domaines de forme pour diffe´rentes valeurs des parame`tres.
Nous commenc¸ons par e´tudier la de´pendance par rapport au parame`tre de Fourier τ :
Proposition 3.18. On suppose que B et α sont fixe´s. Alors la fonction τ 7→ s(B;α, τ) est
continue sur R.
Preuve : Il suffit de ve´rifier que le domaine de forme de l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ ne
de´pend pas de τ . La condition
√
Vγ, θ, τu ∈ L2(Sα) s’e´crit
(x1b2 − x2b1 − τ)u ∈ L2(Sα) .
Comme de plus u ∈ L2(Sα), par line´arite´ on a (x1b2 − x2b1)u ∈ L2(Sα). On a donc
{u ∈ L2(Sα),
√
VB, τu ∈ L2(Sα)} = {u ∈ L2(Sα), (x1b2 − x2b1)u ∈ L2(Sα)}
et la proposition est donc prouve´e. 
Nous de´crivons plus en de´tails le domaine de forme sous l’hypothe`se que la droite sort du
secteur (voir la de´finition 3.15) :
Lemme 3.19. Supposons que B satisfait la condition de la droite sortante, c’est-a`-dire
0 ≤ θ < pi−α
2
. Alors le domaine de forme H1A,Vγ, θ, τ (Sα) (cf (B.4)) coı¨ncide avec l’espace
{u ∈ H1(Sα), x1u ∈ L2(Sα)} .
En particulier il ne de´pend ni de γ ni de θ ni de τ .
Preuve : Soit u ∈ L2(Sα), puisque Sα = {x2 < x1 tan α2 }, on a
x1u ∈ L2(Sα)⇒ x2u ∈ L2(Sα) .
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On de´duit ensuite que
{u ∈ L2(Sα), x1u ∈ L2(Sα)} ⊂ {u ∈ L2(Sα),
√
Vγ, θ, τ u ∈ L2(Sα)} .
Pour l’inclusion re´ciproque, nous e´crivons que |x1 cos θ − x2 sin θ| =
√
x21 + x
2
2 cos(θ +
φ), avec |φ| < α
2
. L’hypothe`se du champ sortant nous dit que cos(θ + α
2
) > 0. On en
de´duit
∀(x1, x2) ∈ Sα, x1 <
√
x21 + x
2
2 <
1
cos(θ + α
2
)
|x1 cos θ − x2 sin θ| .
Puisque pour γ 6= 0 on a√Vγ, θ, τ (x1, x2) = sin γ∣∣x1 cos θ− x2 sin θ− τsin γ ∣∣, on a prouve´
{u ∈ L2(Sα),
√
Vγ, θ, τ u ∈ L2(Sα)} = {u ∈ L2(Sα),
√
x21 + x
2
2 u ∈ L2(Sα)}
= {u ∈ L2(Sα), x1u ∈ L2(Sα)} .
On rappelle que A ∈ A (b3) est line´aire. D’apre`s ce qu’on vient de montrer, les hy-
pothe`ses u ∈ L2(Sα) et
√
Vγ, θ, τ u ∈ L2(Sα) entraıˆnent donc que Au ∈ L2(Sα), puis
l’hypothe`se∇Au ∈ L2(Sα) implique∇u ∈ L2(Sα). On a donc montre´ queH1A, Vγ, θ, τ (Sα)
coı¨ncide avec l’espace {u ∈ H1(Sα), x1u ∈ L2(Sα)}. 
Remarque 3.20. Si on de´finit r :=
√
x21 + x
2
2 la distance du point (x1, x2) a` l’origine, on
a montre´ lorsque le champ magne´tique B ve´rifie la condition de la droite sortante :
H1A,Vγ, θ, τ (Sα) = {u ∈ H1(Sα), ru ∈ L2(Sα)} .
Nous pouvons maintenant montrer un re´sultat de re´gularite´ par rapport aux parame`tres :
Proposition 3.21. On de´finit l’ensemble E :
E := {(γ, θ, α) ∈ (0, pi
2
]× [0, pi
2
]× (0, pi], θ < pi−α
2
} .
La fonction (γ, θ, α) 7→ s(γ, θ, α) est continue sur E.
Preuve : Nous travaillons avec la jauge de Landau AL(x1, x2) = (0, x1 cos γ). On
re´alise le changement de variable X2 = δx2 avec δ = cot α2 de sorte que l’ouvert Sα
devient maintenant Spi
2
= {|X2| < x1}. L’ope´rateur est transforme´ en
D2x1 + (δDX2 − x1 cos γ)2 + (x1 cos θ sin γ − δ−1X2 sin θ sin γ − τ)2. (3.31)
D’apre`s le lemme 3.19, le domaine de la forme quadratique associe´e est bien inde´pendant
des parame`tres si on a 0 ≤ θ < pi−α
2
et 0 < γ ≤ pi
2
. On de´duit de la the´orie des perturba-
tions (voir [Kat95, section 7.2]) que
(γ, θ, α, τ) 7→ s(γ, θ;α, τ)
est continue sur E × R. La proposition se de´duit en passant a` la borne infe´rieure sur τ et
en utilisant (3.18). 
La continuite´ pre`s de γ = 0 n’est pas encore acquise. Dans la section suivante nous allons
montrer des estimations qui, dans certains cas, prouveront que la fonction s(γ, θ;α) est
continue en γ = 0.
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3.4 Bornes e´le´mentaires pour le bas du spectre
Lorsque le champ magne´tiqueB est unitaire et tangent a` l’areˆte, sa coordonne´e sphe´rique
γ vaut 0 et la coordonne´e θ n’est pas de´finie. Nous rappelons que le bas du spectre de
l’ope´rateur PA,Sα +VB, τ est alors minimal pour τ = 0 et vaut µ(α). Des proprie´te´s de cet
ope´rateur mode`le ont e´te´ rappele´es dans la section 3.2. Dans la suite de ce chapitre nous
allons chercher des estimations pour la quantite´ s(γ, θ;α) quand γ 6= 0, on cherchera en
particulier a` la comparer aux quantite´s spectrales mode`les que sont µ(α) et Θ0.
3.4.1 De´coupage de l’ope´rateur
La proposition suivante consiste a` introduire un parame`tre re´el supple´mentaire et a`
comparer l’ope´rateur PA,Sα+VB, τ a` des ope´rateurs mode`les pour obtenir une minoration :
Proposition 3.22 (De´coupage de l’ope´rateur). Nous rappelons que B = (b1, b2, b3) avec
bi ≥ 0. On a
∀ρ ∈ [0, 1], (1− ρ2)µ(α)b3 + ρΘ0b2 ≤ s(B, α) . (3.32)
Preuve : Nous utilisons la jauge de Landau. L’ope´rateur s’e´crit donc
PAL,Sα + VB, τ = D
2
x1
+ (Dx2 − x1b3)2 + (x1b2 − x2b1 − τ)2, (x1, x2) ∈ Sα .
Nous allons travailler avec sa forme quadratique :
QAL, τ (u) =
∫
Sα
|Dx1u|2 + |(Dx2 − x1b3)u|2 + |(x1b2 − x2b1 − τ)u|2 dx1 dx2 .
On re´alise le changement d’e´chelle {
X1 = x1b
1/2
3
X2 = x2b
1/2
3
(3.33)
qui montre que la forme quadratique est unitairement e´quivalente a`
u 7−→
∫
Sα
b3|DX1u|2 + b3|(DX2 −X1)u|2 + |(X1b2b−1/23 −X2b1b−1/23 − τ)u|2 dX1 dX2 .
(3.34)
Soit ρ ∈ (0, 1). On e´crit 1 = (1 − ρ2) + ρ2 pour de´couper la forme quadratique en
(3.34) et on obtient que la forme quadratique de l’ope´rateur PAL,Sα+VB, τ est unitairement
e´quivalente a` la forme quadratique
u 7−→ (1− ρ2)b3
∫
Sα
|DX1u|2 + |(DX2 −X1)u|2 dX1 dX2
+
∫
Sα
ρ2b3|(DX2 −X1)u|2 dX1 dX2
+
∫
Sα
ρ2b3|DX1u|2 + |(X1b2b−1/23 −X2b1b−1/23 − τ)u|2 dX1 dX2 . (3.35)
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On introduit l’ope´rateur associe´ au troisie`me terme de (3.35) : il s’agit de la re´alisation de
Neumann sur l’ouvert Sα de
Lρ := ρ
2b3D
2
X1
+ (X1b2b
−1/2
3 −X2b1b−1/23 − τ)2, (X1, X2) ∈ Sα .
En utilisant le principe du min-max pour la forme quadratique e´crite en (3.35) est en
ne´gligeant le deuxie`me terme qui est positif, on obtient :
s(B;α, τ) ≥ (1− ρ2)b3 infS
(
D2X1 + (DX2 −X1)2
)
+ infS (Lρ) ,
On reconnaıˆt l’ope´rateur mode`le de la section 3.2 et on a
s(B;α, τ) ≥ (1− ρ2)b3µ(α) + infS (Lρ) . (3.36)
Nous minorons maintenant le spectre de l’ope´rateur Lρ : en re´alisant le changement de
variable Y1 = b
1/2
2 (b3ρ)
−1/2X1, on a
ρ2b3D
2
X1
= ρb2D
2
Y1
et X1b2b
−1/2
3 = Y1(ρb2)
1/2 .
L’ope´rateur Lρ est donc unitairement e´quivalent a` la re´alisation de Neumann de
ρb2
D2Y1 +
(
Y1 − X2b1b
−1/2
3 + τ
(ρb2)1/2
)2
sur l’ouvert 
0 < Y1
|X2| < tan α
2
(
b3ρ
b2
)−1/2
Y1 .
En raisonnant a` X2 fixe´ comme dans la preuve de la proposition 2.11, on a donc
infS (Lρ) ≥ b2ρΘ0 .
On conclut en utilisant (3.36) et (3.18). 
Remarque 3.23. Dans la minoration (3.32), nous avons un terme avec un facteur 1 − ρ2
au lieu du facteur habituel
√
1− ρ2 (qui donne en the´orie une meilleure estimation, voir
la proposition 2.11 ou la preuve de [HM02, section 3] par exemple). Ceci est duˆ au fait
que nous avons utilise´ la minoration grossie`re (DX2−X1)2 ≥ 0 dans la preuve. Si on suit
la preuve de la proposition 2.11, on obtient la minoration
∀ρ ∈ [0, 1],
√
1− ρ2µ(α′)b3 + ρΘ0b2 ≤ s(B, α) , (3.37)
ou` α′ ∈ [0, α] est de´fini par tan α′
2
=
√
1− ρ2 tan α
2
. Puisque nous ne savons pas si la
fonction α 7→ µ(α) est croissante, nous ne pouvons pas utiliser cette minoration direc-
tement pour comparer s(B;α) et µ(α). On pourrait utiliser le fait que α 7→ µ(α)/α est
de´croissante afin de relier µ(α′) et µ(α), mais la relation qui de´finit α′ rend la minoration
difficile a` exploiter.
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On a imme´diatement en prenant ρ = 0 :
Corollaire 3.24. Pour tout angle α ∈ (0, pi] et pour tout champ magne´tique B constant
unitaire avec bi ≥ 0, on a
µ(α)b3 ≤ s(B;α) ,
soit en coordonne´es sphe´riques :
µ(α) cos γ ≤ s(γ, θ;α) .
Une question pertinente est de savoir pour quelles valeurs du champ magne´tique B et
de l’angle α l’ine´galite´ µ(α) ≤ s(B;α) est vraie : on pourrait s’attendre a` ce que le bas
du spectre soit minimal lorsque le champ magne´tique est tangent a` l’areˆte du die`dre. Dans
le cas du quart d’espace (α = pi
2
), les travaux de [Pan02] re´pondent a` cette question dans
certains cas particuliers.
• Dans le cas ou` α = pi
2
et γ = pi
2
, c’est-a`-dire lorsque le champ magne´tique B est
perpendiculaire a` l’areˆte du die`dre, on a
∀θ ∈ [0, pi
2
], Θ0 ≤ s(pi2 , θ; pi2 ) (3.38)
et on a e´galite´ si et seulement si θ = pi
4
, c’est-a`-dire si le champ magne´tique est
tangent a` une des faces du die`dre :
s(pi
2
, pi
4
; pi
2
) = Θ0 . (3.39)
En utilisant le fait que µ(pi
2
) < Θ0, on a donc
∀θ ∈ [0, pi
2
], µ(pi
2
) < s(pi
2
, θ; pi
2
) .
Il est de plus de´montre´ que la fonction θ 7→ s(pi
2
, θ; pi
2
) est strictement de´croissante
sur [0, pi
4
] puis a` nouveau strictement croissante sur [pi
4
, pi
2
].
• Dans le cas ou` α = pi
2
et θ = pi
4
, c’est-a`-dire quand le champ magne´tique est contenu
dans une des faces du die`dre, la fonction γ 7→ s(γ, pi
4
; pi
2
) est continue et strictement
croissante de [0, pi
2
] dans [µ(pi
2
),Θ0]. On a donc
∀γ ∈ [0, pi
2
], µ(pi
2
) ≤ s(γ, pi
4
; pi
2
)
avec e´galite´ si et seulement si γ = 0, c’est-a`-dire si le champ magne´tique est pa-
ralle`le a` l’areˆte du die`dre.
La plupart des de´monstrations issues de [Pan02] utilisent la structure syme´trique du quart
d’espace pour se ramener a` l’e´tude sur le demi-espace. Ainsi les preuves faites pour le cas
α = pi
2
ne s’adaptent pas en ge´ne´ral au cas α 6= pi
2
.
Nous introduisons la de´finition suivante :
De´finition 3.25. Nous notons
r(α) :=
µ(α)
Θ0
.
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D’apre`s (3.22), on a r(α) ≤ 1 pour tout α ∈ (0, pi]. De plus l’ine´galite´ est stricte si
α ≤ pi
2
.
Pour comparer le bas du spectre de PA,Dα a` µ(α) quand α ∈ (0, pi), nous allons
optimiser la minoration (3.32) par rapport a` ρ afin de re´pondre de manie`re partielle a` la
question “a-t-on µ(α) ≤ s(B;α) ?”. On commence par l’e´valuer pour ρ = 1 et on a le
re´sultat suivant :
Corollaire 3.26. On suppose que le couple (b2, α) ve´rifie la condition
r(α) ≤ b2 . (3.40)
On a alors
µ(α) ≤ s(B;α) .
Remarque 3.27. Puisque µ(α) ≤ Θ0, la condition du corollaire est ve´rifie´e pour tout
α ∈ (0, pi) quand b2 = 1. Remarquons que si µ(α) = Θ0, la condition du corollaire n’est
ve´rifie´e que pour b2 = 1. En fait plus µ(α) est e´loigne´ de Θ0, plus la condition sur b2 est
faible. En particulier, de`s que b2 est fixe´ non nul, la condition est ve´rifie´e pour α assez
petit puisque µ(α) ≤ α√
3
.
Si b3 6= 0, le minorant de (3.32) est une parabole tourne´e vers le bas, qui atteint son
maximum en
ρ0 :=
Θ0b2
2µ(α)b3
=
b2
2b3
(r(α))−1 .
On note que ρ0 ≥ 0. Si ρ0 ≥ 1, le minorant de (3.32) est croissant par rapport a` ρ sur
[0, 1] et la minoration (3.32) est optimale pour ρ = 1, en particulier elle n’entraıˆne pas de
re´sultat plus fort que le corollaire 3.26.
On traite le cas ρ0 ∈ (0, 1). Le maximum du membre de gauche de (3.32) est atteint en ρ0
et vaut µ(α)b3 +
Θ20b
2
2
4µ(α)b3
. On a donc :
Lemme 3.28. Supposons que ρ0 ≤ 1, c’est-a`-dire b22b3 ≤ r(α). La minoration optimale
fournie par l’ine´galite´ (3.32) est alors
µ(α)b3 +
Θ20b
2
2
4µ(α)b3
≤ s(B;α) .
On de´duit une condition suffisante pour avoir µ(α) ≤ s(B;α) :
Proposition 3.29. Supposons que les parame`tres ve´rifient les conditions 1
2
≤ b3 et
r(α) ≤ b2
2
√
b3(1− b3)
. (3.41)
On a alors
µ(α) ≤ s(B;α) .
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r(α)0
+
b2
2b3
+
b2
+
b2
2
√
b3(1−b3)
+
FIGURE 3.7 – Zone de r(α) pour laquelle la proposition 3.29 s’applique lorsque 1
2
≤ b3.
Preuve : Supposons que 1
2
≤ b3, ce qui implique b22b3 ≤ b2. Nous supposons aussi
0 ≤ r(α) ≤ b2
2
√
b3(1−b3)
. Les positions relatives des quantite´s b2
2b3
, b2 et b2
2
√
b3(1−b3)
sont
de´crites sur la figure 3.7.
On fait la disjonction de cas suivante :
• Soit r(α) ∈ (0, b2
2b3
), et donc r(α) ≤ b2. D’apre`s le corollaire 3.26, on a µ(α) ≤
s(B;α).
• Soit r(α) ≥ b2
2b3
. On a donc ρ0 ≤ 1, et d’apre`s le lemme 3.28, une condition suffi-
sante pour avoir µ(α) ≤ s(B;α) est donc :
µ(α) ≤ µ(α)b3 + Θ
2
0b
2
2
4µ(α)b3
qui est e´quivalente a`
4µ(α)2b3(1− b3) ≤ Θ20b22
⇐⇒ r(α) ≤ b2
2
√
b3(1− b3)
et la proposition est donc prouve´e.

De´crivons cette proposition : pour tout b3 ∈ (0, 1], on a 4b3(1− b3) ≤ 1, ainsi la condition
r(α) ≤ b2
2
√
b3(1−b3)
est moins forte que celle du corollaire 3.26, mais il faut imposer 1
2
≤ b3
pour ve´rifier les hypothe`ses de la proposition 3.29.
Remarque 3.30. On a b2
2
√
b3(1−b3)
= b2
2b3
√
b3
1−b3 . Ainsi lorsque b3 <
1
2
, on a b2
2
√
b3(1−b3)
<
b2
2b3
et on ne peut pas avoir simultane´ment ρ0 ≤ 1 et r(α) ≤ b2
2
√
b3(1−b3)
(cette situation est
de´crite sur la figure 3.8).
r(α)0
+
b2
2b3
+
b2
+
b2
2
√
b3(1−b3)
+
FIGURE 3.8 – Positions relatives de b2, b2
2
√
b3(1−b3)
et b2
2b3
lorsque b3 < 12 , ainsi que la zone
de r(α) pour laquelle le corollaire 3.26 s’applique.
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Remarque 3.31. Dans le cas ou` r(α) = 1, c’est-a`-dire lorsque µ(α) = Θ0, les conditions
de la proposition 3.29 ne peuvent jamais eˆtre ve´rifie´es : en effet, en utilisant b21 +b
2
2 +b
2
3 =
1, la condition (3.41) implique
b21 ≤ 3b23 − 4b3 + 1 .
On constate alors que le membre de droite est strictement ne´gatif pour b3 ∈ (13 , 1), or
les hypothe`ses de la proposition 3.29 impose 1
2
≤ b3, et nous rappelons que nous avons
suppose´ que le champ magne´tique B n’e´tait pas tangent a` l’areˆte du die`dre, soit b3 < 1.
3.4.2 Ine´galite´ diamagne´tique
Nous exploitons maintenant l’ine´galite´ diamagne´tique qui consiste a` minorer (au sens
des formes quadratiques) un laplacien magne´tique par un laplacien usuel :
Proposition 3.32. On a pour (γ, θ, α) ∈ [0, pi
2
]× [0, pi
2
]× (0, pi] :
s(pi
2
, θ, α) sin γ ≤ s(γ, θ, α) . (3.42)
Preuve : Nous utilisons l’ine´galite´ diamagne´tique (voir [FH10] :
|∇Au|2 + Vγ, θ, τ |u|2 ≥ |∇|u||2 + Vγ, θ, τ |u|2 ,
valable pour toute fonction u dans le domaine de forme de l’ope´rateur. On a donc∫
Sα
|∇Au|2 + Vγ, θ, τ |u|2 ≥
∫
Sα
|∇|u||2 + Vγ, θ, τ |u|2 ,
on utilise le changement de variables (X1, X2) =
√
sin γ (x1, x2) qui laisse bien le secteur
Sα invariant. On a
Vγ, θ, τ (x1, x2) = sin γ Vpi
2
,θ, τ√
sin γ
(X1, X2) .
On obtient ∫
Sα |∇Au|2 + Vγ, θ, τ |u|2
‖u‖2L2(Sα)
≥ sin γ
∫
Sα |∇|u||2 + Vpi2 ,θ, τ√sin γ |u|2
‖u‖2L2(Sα)
.
Avec le principe du min-max, on trouve
s(γ, θ;α, τ) ≥ s(pi
2
, θ;α, τ√
sin γ
) sin γ .
On passe a` la borne infe´rieure sur τ et on de´duit de (3.18) la proposition. 
Il est montre´ dans [Pan02] que dans le cas α = pi
2
, on a
∀θ ∈ [0, pi
2
], s(pi
2
, θ; pi
2
) ≥ Θ0 .
Pour montrer que ce re´sultat reste vrai pour d’autres valeurs de α, on peut essayer de
minorer s(pi
2
, γ;α) a` l’aide des techniques de “de´coupage” vues plus haut. Nous faisons la
remarque suivante : si α ≥ pi
2
, on peut choisir un repe`re carte´sien de Sα tel que les deux
axes entrent dans le secteur.
3.4. BORNES E´LE´MENTAIRES POUR LE BAS DU SPECTRE 147
Proposition 3.33. Soit α ∈ [pi
2
, pi]. On suppose que le champ magne´tiqueB est orthogonal
a` l’areˆte du die`dre, c’est-a`-dire γ = pi
2
. On a alors la minoration suivante :
∀θ ∈ [0, pi
2
], s(pi
2
, θ;α) ≥ Θ0 . (3.43)
Preuve : Nous cherchons a` minorer l’ope´rateur
D2x1 +D
2
x2
+ (x1 cos θ − x2 sin θ − τ)2 , (x1, x2) ∈ Sα .
On re´alise le changement de variable associe´ a` la rotation de centre O et d’angle ω.
O
x1
x2
Sα
Υ
u1
ω
u2
FIGURE 3.9 – Le changement de coordonne´es associe´ a` la rotation d’angle ω avec
(u1, u2) = Rω(x1, x2). Si α ∈ (pi2 , pi) et ω ∈ (−α2 ,−pi2 + α2 ), les demi-axes {u1 > 0}
et {u2 > 0} sont contenus dans le secteur.
On note Rω cette rotation et (u1, u2) := Rω(x1, x2) les nouvelles variables. L’ope´rateur
unitairement e´quivalent obtenu est la re´alisation de Neumann de
−∂2u1 − ∂2u2 + (u1 cos(θ + ω)− u2 sin(θ + ω)− τ)2
sur l’ouvert Rω(Sα). Nous faisons alors la remarque suivante : si l’angle de la rotation
ve´rifie ω ∈ (−α
2
,−pi
2
+ α
2
), les demi-axes {u1 > 0} et {u2 > 0} sont tous les deux
contenus dans l’ouvert Rω(Sα) (voir la figure 3.9). On introduit les deux ope´rateurs (avec
condition de Neumann) :
Lρ,u2 := −∂2u1 + ρ2(u1 cos(θ + ω)− u2 sin(θ + ω)− τ)2, u1 > 0
et
Lρ,u1 := −∂2u2 + (1− ρ2)(u1 cos(θ + ω)− u2 sin(θ + ω)− τ)2, u2 > 0 .
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En utilisant des changements d’e´chelle et le principe du min-max comme dans la preuve
de la proposition 3.32, on obtient
infS(Lρ,u2) ≥ ρ cos(θ + ω)Θ0 et infS(Lρ,u1) ≥
√
1− ρ2 sin(θ + ω)Θ0
et donc
∀ρ ∈ [0, 1], s(pi
2
, θ;α) ≥
(
ρ cos(θ + ω) +
√
1− ρ2 sin(θ + ω)
)
Θ0 .
On optimise cette minoration en prenant ρ = cos(θ + ω) et la proposition est prouve´e. 
On a donc un autre re´sultat de comparaison :
Corollaire 3.34. On suppose que α ∈ [pi
2
, pi), et que le champ magne´tique B de coor-
donne´es sphe´riques (γ, θ) ve´rifie la condition
Θ0 sin γ ≥ µ(α) . (3.44)
Alors on a s(γ, θ;α) ≥ µ(α).
Remarque 3.35. Si dans les hypothe`ses du corollaire 3.26 (respectivement de la propo-
sition 3.29 et du corollaire 3.34) l’ine´galite´ (3.40) (respectivement (3.41) et (3.44)) est
stricte, alors on a
µ(α) < s(B;α) .
3.4.3 Construction de quasi-modes
On cherche maintenant une majoration de s(B;α) en construisant des quasi-modes.
Proposition 3.36. On suppose que b3 6= 0, c’est-a`-dire que γ 6= pi2 . On rappelle que (γ, θ)
sont les coordonne´es sphe´riques du champ B. On suppose que µ(α) < Θ0. On a alors
l’existence d’une constante Cα > 0 telle que
∀(γ, θ) ∈ [0, pi
2
]× [0, pi
2
], s(γ, θ;α) ≤ µ(α) cos γ + Cα sin
2 γ
cos γ
. (3.45)
Preuve : Nous travaillons avec la jauge de LandauAL ∈ A (b3). Nous allons chercher
a` majorer le bas du spectre de l’ope´rateur
PAL,Sα + Vγ, θ, τ
pour τ = 0. En reprenant le changement de variables de´fini en (3.33), on voit que
l’ope´rateur est unitairement e´quivalent a` la re´alisation de Neumann de
cos γ
(
D2X1 + (DX2 −X1)2
)
+
sin2 γ
cos γ
(X1 cos θ −X2 sin θ)2, (X1, X2) ∈ Sα . (3.46)
On a clairement
∀θ ∈ (0, pi
2
), ∀(X1, X2) ∈ Sα, (X1 cos θ −X2 sin θ)2 ≤ X21 +X22 . (3.47)
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Puisque µ(α) < Θ0, il existe un vecteur propre normalise´ Uα associe´ a` µ(α) pour la
re´alisation de Neumann de D2X1 + (DX2 − X1)2 sur Sα. D’apre`s l’estimation (3.26), ce
vecteur est a` de´croissance exponentielle. On a donc :
∃Cα > 0,
∫
Sα
(X21 +X
2
2 )|Uα(X1, X2)|2 dX1 dX2 ≤ Cα . (3.48)
On utilise Uα comme quasi-mode pour la forme quadratique de l’ope´rateur e´crit en (3.46),
et en utilisant les estimations (3.47) et (3.48), on prouve la majoration
s(γ, θ;α, 0) ≤ µ(α) cos γ + Cα sin
2 γ
cos γ
.
On conclut graˆce a` la relation (3.18). 
Remarque 3.37. La majoration pre´ce´dente est uniforme par rapport a` θ.
La majoration que nous venons de montrer permet de comple´ter la proposition 3.21
en e´tudiant le comportement de s(γ, θ;α) pre`s de γ = 0 :
Proposition 3.38. Supposons que µ(α) < Θ0, alors la fonction (γ, θ) 7→ s(γ, θ;α) est
continue sur [0, pi
2
)× [0, pi−α
2
).
Preuve : En combinant le corollaire 3.24 et (3.45), on a pour α fixe´ ve´rifiant µ(α) <
Θ0 :
∀(γ, θ) ∈ [0, pi
2
]× [0, pi
2
], µ(α) cos γ ≤ s(γ, θ;α) ≤ µ(α) cos γ + Cα sin
2 γ
cos γ
.
On fait alors tendre γ vers 0 et on obtient
lim
γ→0
s(γ, θ;α) = µ(α) , (3.49)
de plus la convergence est uniforme par rapport a` θ. Or on a s(0, θ;α) = µ(α), la propo-
sition est donc montre´e. 
On a aussi en reprenant la preuve de la proposition pre´ce´dente :
Proposition 3.39. Soit α ∈ (0, pi) tel que µ(α) < Θ0 et θ ∈ (pi−α2 , pi]. Alors la fonction
γ 7→ s(γ, θ, α) est continue sur [0, pi
2
].
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Chapitre 4
Caracte´risation du spectre essentiel sur
le secteur
Dans ce chapitre, nous nous inte´ressons au spectre essentiel de l’ope´rateur PA,Sα +
VB, τ sur le secteur Sα de´fini dans le chapitre pre´ce´dent. Dans la premie`re section, nous
explicitons le bas du spectre de cet ope´rateur dans deux cas mode`les : le plan et le demi-
plan. Dans la section 4.2, nous de´montrons que le spectre essentiel de l’ope´rateur sur le
secteur de´pend fortement de la position de la droite Υ d’annulation du potentiel e´lectrique
VB, τ par rapport au secteur Sα (au sens des de´finitions 3.15, 3.16 et 3.17). Dans le cas
ou` la droite Υ est tangente au secteur, de nombreuses simulations nume´riques illustrent le
comportement par rapport a` τ du bas du spectre de PA,Sα + VB, τ . La section 4.4 pre´sente
des estime´es de concentrations pour des vecteurs propres associe´s a` des valeurs propres
sous le spectre essentiel inde´pendamment de la position de la droite Υ.
4.1 Ope´rateurs mode`les sur le plan et le demi-plan
En vue d’utiliser le lemme de Persson, nous e´tudions l’ope´rateur sur le secteur in-
troduit dans le chapitre pre´ce´dent sur deux domaines mode`les : le plan et le demi-plan.
Dans la suite, B = (b1, b2, b3) est un champ magne´tique constant unitaire avec bi ≥ 0
et A ∈ A (b3) est un potentiel magne´tique plan ve´rifiant rotA = b3. Nous notons
B = (b1, b2) la projection du champ magne´tique sur le plan {x3 = 0}. Nous rappelons
que le potentiel e´lectrique s’e´crit :
VB, τ (x1, x2) = (x1b2 − x2b1 − τ)2 .
La proposition suivante est de´montre´e dans [Pan02] et peut se de´duire directement de la
proposition B.10 :
Proposition 4.1. Soit τ ∈ R. Le spectre de l’ope´rateur de Schro¨dinger avec potentiel
magne´tique A et potentiel e´lectrique VB, τ sur le plan est connu :
S
(
PA,R2 + VB, τ
)
= [1,+∞) . (4.1)
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Nous rappelons queDpi est le demi-espace {(x1, x2, x3) ∈ R3, x1 > 0}. Nous e´tendons
la de´finition (3.8) en posant Spi = {(x1, x2) ∈ R2, x1 > 0} : il s’agit d’un demi-plan.
Rappelons que pour B 6= 0, la droite Υ est la droite d’e´quation VB, τ = 0, c’est-a`-dire
x1b2− x2b1− τ = 0 (cf (3.28)). Cette droite fait l’angle θ avec le bord de Spi. L’ope´rateur
PA,Spi + VB, τ est bien de´fini d’apre`s la section B.2. Par extension de la de´finition (3.15),
nous posons
s(B; pi, τ) = infS (PA,Spi + VB, τ ) .
Cette fonction a de´ja` e´te´ e´tudie´e dans [Pan02]. Nous en proposons une forme explicite qui
permet d’ame´liorer les re´sultats de [Pan02, proposition 5.2].
Nous commenc¸ons par rappeler que pour un angle β ∈ [0, pi
2
], la quantite´ σ1(β) de´signe le
bas du spectre de la re´alisation de Neumann de l’ope´rateur Lβ de´fini a` partir de l’expres-
sion−∆+(t cos β−s sin β)2 sur le demi-plan R2+ := {(s, t) ∈ R2, t > 0}. Cet ope´rateur
est e´tudie´ dans le chapitre 2.
Dans le cas particulier ou` le champ magne´tique est de la formeB = (sin θ, cos θ, 0) (c’est-
a`-dire γ = pi
2
, cf table 3.1) et τ = 0, on obtient A = 0 et VB, 0 = (x1 cos θ − s sin θ)2.
Puisque le demi-plan R2+ se de´duit de Spi par une rotation d’angle −pi2 , on constate que
les ope´rateurs Lθ et PA,Spi + VB, 0 sont unitairement e´quivalents dans ce cas-la`. Dans le
cas ge´ne´ral on s’attend a` avoir une relation entre σ1 et s(B; pi, τ). Nous introduisons une
fonction auxiliaire :
De´finition 4.2. On note pour x ∈ [−1, 1] :
σaux1 (x) := σ1(arcsinx) . (4.2)
On sait que
∀x ∈ [−1, 1], σaux1 (x) ∈ (Θ0, 1] .
Proposition 4.3. Nous supposons que la projectionB du champ magne´tique n’est pas tan-
gente au bord du demi-plan Spi, c’est-a`-dire b1 6= 0 ou de manie`re e´quivalente sin γ sin θ 6=
0. Alors le bas du spectre de PA,Spi + VB, τ ne de´pend pas de τ . De plus
∀τ ∈ R, s(B; pi, τ) = σaux1 (sin γ sin θ) (4.3)
et il s’agit d’une valeur propre simple.
Preuve : Rappelons que b1 = sin γ sin θ et que le potentiel est de´fini par VB,τ (x1, x2) =
(x1b2−x2b1−τ)2. Comme b1 6= 0, on peut effectuer le changement de variable (qui laisse
Spi invariant) :
X2b1 = x2b1 − τ
et on constate que le spectre de l’ope´rateur PA,Spi +VB,τ est a` e´gal a` celui de PA,Spi +VB, 0
et ne de´pend donc pas de τ . On e´tend naturellement la de´finition de s(B;α) a` α = pi en
posant
s(B; pi) = infS (PA,Dpi) .
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On a alors en vertu de (3.18) que
∀τ ∈ R, s(B; pi, τ) = s(B, pi) .
On remarque alors que le champ magne´tique B fait l’angle β = arcsin(sin γ sin θ) avec
le bord du demi-espace Dpi. Puisque les ope´rateurs PA,Dpi et PAβ ,R3+ (cf (B.19)) sont
unitairement e´quivalents, on a d’apre`s (B.20) :
s(B; pi) = σ
(
arcsin(sin γ sin θ)
)
.
Nous rappelons la relation (B.28) : pour β ∈ (0, pi
2
], on a σ(β) = σ1(β). On de´duit (4.3)
avec β = arcsin(sin γ sin θ) et la de´finition 4.2. De plus, la valeur s(B; pi, τ) correspond
a` une valeur propre simple pour l’ope´rateur PA,Spi + VB, τ : c’est une conse´quence directe
du fait que σ1(β) correspond a` une valeur propre simple pour l’ope´rateur mode`le Lβ si
β ∈ (0, pi
2
). 
Nous rappelons que (γ, θ) de´signe les coordonne´es sphe´riques du champ B (voir (3.1)).
Lorsque γ 6= 0 et θ 6= 0, la proprie´te´ pre´ce´dente devient en coordonne´es sphe´riques
s(γ, θ; pi, τ) = σaux1 (sin γ sin θ) .
Lorsque γ 6= 0 et θ = 0, c’est-a`-dire lorsque le champ s’e´crit B = (0, sin γ, cos γ), la
droite Υ est paralle`le au bord du demi-plan Spi (voir la figure 4.1). Cette fois-ci le bas du
spectre de PA,Sα + VB,τ va de´pendre de la valeur de τ .
O
x1
Spi
x2
τ
sin γ
Υ
FIGURE 4.1 – La droite Υ est paralle`le au bord de Spi.
Nous rappelons que µN1 (ξ) de´signe le bas du spectre de la re´alisation de Neumann de
−∂2t + (t− ξ)2 sur t > 0. Cette fonction a e´te´ e´tudie´e dans le chapitre 1.
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Proposition 4.4. Nous supposons que la projection B du champ magne´tique est tangente
au bord du demi-plan, c’est-a`-dire b1 = 0 ou de manie`re e´quivalente sin γ sin θ = 0. On
a
∀γ ∈ [0, pi
2
], ∀τ ∈ R, s(γ, 0;pi, τ) = inf
ξ2∈R
(
µN1 (ξ2 cos γ + τ sin γ) + (ξ2 sin γ − τ cos γ)2
)
(4.4)
et cette valeur correspond a` du spectre essentiel pour l’ope´rateur PA,Spi + VB,τ .
Preuve : Nous choisissons de travailler avec le potentiel de Landau AL(x1, x2) =
(0, x1) qui ne de´pend pas de x2, ainsi l’ope´rateur associe´ sur le demi-plan s’e´crit
PAL,Spi + Vγ, 0, τ = D
2
x1
+ (Dx2 − x1 cos γ)2 + (x1 sin γ − τ)2 , (x1, x2) ∈ Spi .
Graˆce a` une transformation de Fourier en x2 nous avons :
PAL,Spi + Vγ, 0, τ =
∫ ⊕
R
D2x1 + (ξ2 − x1 cos γ)2 + (x1 sin γ − τ)2 dξ2 .
On a donc une relation :
s(γ, 0;pi, τ) = inf
ξ2∈R
S
(
D2x1 + (ξ2 − x1 cos γ)2 + (x1 sin2 γ − τ)2
)
.
Or on a
(ξ2 − x1 cos γ)2 + (x1 sin γ − τ)2 = (x1 − τ sin γ − ξ2 cos γ)2 + (ξ2 sin γ − τ cos γ)2 ,
et donc pour ξ2 ∈ R fixe´ :
S
(
D2x1 + (ξ2 − x1 cos γ)2 + (x1 sin2 γ − τ)2
)
= S
(
D2x1 + (x1 − τ sin γ − ξ2 cos γ)2
)
+ (ξ2 sin γ − τ cos γ)2
et donc
S
(
D2x1 + (ξ2 − x1 cos γ)2 + (x1 sin2 γ − τ)2
)
= µN1 (ξ2 cos γ+τ sin γ)+(ξ2 sin γ−τ cos γ)2 .
On a montre´
s(γ, 0;pi, τ) = inf
ξ2∈R
(
µN1 (ξ2 cos γ + τ sin γ) + (ξ2 sin γ − τ cos γ)2
)
.

Cette formule permet d’obtenir :
Corollaire 4.5. On a l’estimation suivante :
∀τ ∈ R, Θ0 ≤ s(γ, 0;pi, τ) ≤ min
(
Θ0 + (ξ0 tan γ − τcos γ )2, µN1 ( τsin γ )
)
. (4.5)
De plus,
s(γ, 0;pi, τ) = Θ0 ⇐⇒ τ = ξ0 sin γ .
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4.2 Bas du spectre essentiel
Nous de´terminons ici le bas du spectre essentiel de PA,Sα +VB, τ . Nous rappelons que
le champ magne´tique B est parame´tre´ par ses coordonne´es sphe´riques (γ, θ). Nous allons
voir que le spectre essentiel de´pend fortement de la ge´ome´trie du proble`me. Dans le cas
ou` le champ magne´tique est tangent a` l’areˆte du die`dre, la proposition suivante (issue de
[Bon03b]) donne le bas du spectre essentiel :
Proposition 4.6. On suppose que B = (0, 0, 1), c’est-a`-dire γ = 0. On a alors
∀α ∈ (0, pi],∀τ ∈ R, s ess(B;α, τ) = [Θ0 + τ 2,+∞) .
Dans le cas γ 6= 0, la situation est diffe´rente : on a un ope´rateur avec un potentiel
e´lectrique Vγ, θ, τ non constant. L’ensemble des ze´ros de ce potentiel sur Sα est compose´
de l’ensemble Υ ∩ Sα ou` la droite Υ a e´te´ introduite dans la sous-section 3.3.3. Nous
rappelons que la droite Υ fait l’angle θ avec l’axe {x1 = 0}.
4.2.1 Condition de la droite sortante
On commence par traiter le cas ou` la droite Υ sort du secteur, c’est-a`-dire le cas θ ∈
[0, pi−α
2
) (voir la de´finition 3.15 pour la notion de droite sortante).
Le lemme de Persson indique que le spectre essentiel de PA,Sα + Vγ, θ, τ est vide dans
ce cas-la`. Nous allons raffiner cela en montrant que l’ope´rateur est a` re´solvante compacte.
Nous avons d’abord le re´sultat suivant (voir [Ada75]) :
Proposition 4.7. Soit Ω un domaine borne´ de R2 dont le bord est lipschitzien, alors l’in-
jection de H1(Ω) dans L2(Ω) est compacte.
Nous rappelons que le domaine de la forme quadratique associe´e a` PA,Sα + VB, τ est
note´H1A, V (Sα). La norme induite par la forme quadratique est de´finie dans la section B.2.
Dans le cas ou` l’ouvert Ω est borne´, on a le re´sultat suivant :
Proposition 4.8. Si Ω est un domaine borne´ et si A et V sont re´guliers sur Ω, alors les
normes associe´es aux espaces H1(Ω) et H1A,V (Ω) sont e´quivalentes.
Preuve : C’est une conse´quence directe du fait que A et V sont borne´s sur Ω. 
Nous aurons besoin d’un lemme sur le domaine de forme :
Lemme 4.9. Nous notons V = VB, τ le potentiel e´lectrique. L’injection du domaine de
forme H1A,V (Sα) dans L2(Sα) est compacte.
Preuve : Soit  > 0. Soit (un)n une suite de H1A,V (Sα) ve´rifiant ‖un‖H1A,V (Sα) = 1.
Nous allons en extraire une sous-suite qui converge dans L2(Sα). Nous rappelons que Bm
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de´signe la boule ouverte de centre l’origine et de rayon m. On de´finit pour m ∈ Z le
secteur tronque´ :
Sα,m = Sα ∩Bm .
Par restriction, la suite (un)n permet de de´finir une suite borne´e de H1A,V (Sα,m). En utili-
sant les propositions 4.7 et 4.8, on peut alors trouver une extractrice Φm et une fonction
vm de H1A,V (Sα,m) telle que
lim
n→∞
‖uΦm(n) − vm‖L2(Sα,m) = 0 .
En particulier, (uΦm(n))n est une suite de Cauchy de L2(Sα,m). Le proce´de´ d’extraction
diagonale fournit une nouvelle extractrice
Ψm = Φm ◦ ... ◦ Φ1 ,
puis la fonction wn = uΨn(n). Nous allons ve´rifier que (wn)n est une suite de Cauchy de
L2(Sα). Soit donc  > 0, et soient p ≤ q deux entiers, on sait qu’il existe q′ > p tel que
Ψq(q) = Ψp(q
′). On a :
‖wp − wq‖2L2(Sα) =
∫
Sα,p
|uΨp(p) − uΨq(q)|2 +
∫
Sα\Sα,p
|uΨp(p) − uΨq(q)|2
≤
∫
Sα,p
|uΨp(p) − uΨp(q′)|2 +
(
sup
Sα\Sα,p
1
V
)∫
Sα\Sα,p
V |uΨp(p) − uΨq(q)|2 .
Or on a∫
Sα\Sα,p
V |uΨp(p)− uΨq(q)|2 ≤
∫
Sα
V |uΨp(p)− uΨq(q)|2 ≤ ‖uΨp(p)− uΨq(q)‖H1A,V (Sα) ≤ 2 .
On a donc
‖wp − wq‖2L2(Sα) ≤
∫
Sα,p
|uΨp(p) − uΨp(q′)|2 + sup
Sα\Sα,p
2
V
.
L’hypothe`se de la droite sortante assure que
lim
r→∞
inf
Sα,r
V = +∞ ,
on peut donc choisir p suffisamment grand pour que ces deux termes soient infe´rieurs a` 
2
.
On a donc montre´ :
∀ > 0, ∃P > 0, ∀q ≥ p ≥ P, ‖wp − wq‖L2(Sα) <  . (4.6)
Puisque L2(Sα) est complet, on en de´duit que (wn)n converge dans L2(Sα), et le re´sultat
est de´montre´. 
On en de´duit le re´sultat suivant :
Proposition 4.10. On suppose que la droite Υ ve´rifie la condition de la droite sortante,
c’est-a`-dire γ > 0 et 0 ≤ θ < pi−α
2
. Alors l’ope´rateur PA,Sα + Vγ, θ, τ est a` re´solvante
compacte et s(γ, θ;α, τ) est une valeur propre de multiplicite´ finie pour PA,Sα + Vγ, θ, τ
pour tout re´el τ .
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On rappelle (voir la preuve de la proposition 3.18) que le domaine de l’ope´rateur
PA,Sα + Vγ, θ, τ ne de´pend pas de τ . Sous une hypothe`se de simplicite´ on a la formule de
Feynman-Hellmann e´nonce´e dans la proposition A.5 qui s’applique :
Corollaire 4.11. Supposons qu’en τ0 ∈ R, s(γ, θ;α, τ0) est une valeur propre simple pour
l’ope´rateur PA,Sα + Vγ, θ, τ0 . Alors dans un voisinage de τ0 la fonction τ 7→ s(γ, θ;α, τ)
est analytique et on a
∂τs(γ, θ;α, τ0) = −2
∫
Sα
(x1 sin γ cos θ − x2 sin γ sin θ − τ0)|uτ0|2 dx1 dx2 . (4.7)
ou` uτ0 est un vecteur propre norme´ associe´ a` la valeur propre s(γ, θ;α, τ0).
4.2.2 Condition de la droite entrante
Nous traitons dans cette section le cas d’un champ magne´tique entrant dans le die`dre
et qui n’est pas contenu dans une des faces : on suppose donc que θ ∈ (pi−α
2
, pi
2
]. La
situation est alors la suivante : la droite Υ (voir la de´finition 3.17) entre dans le secteur Sα
et n’est paralle`le a` aucun des bords de Sα (voir la figure 3.6). La situation est proche de
celle rencontre´e pour l’ope´rateur Lθ dans le chapitre 2 : l’ensemble des ze´ros d’annulation
du potentiel e´lectrique est une demi-droite.
En vue d’utiliser le lemme de Persson nous regardons l’e´nergie de fonctions dont le
support est contenu dans le comple´mentaire d’une boule de rayon grand. Pour simplifier
ce qui suit, nous notons Qτ la forme quadratique associe´e a` l’ope´rateur PA,Sα + Vγ, θ, τ .
Nous rappelons aussi que {Br de´signe le comple´mentaire de la boule de centre O et de
rayon r. Nous rappelons finalement que Kr(Sα) de´signe l’ensemble des fonctions sur Sα
infiniment de´rivables a` support compact dans {Br (voir (B.9)).
Lemme 4.12. On suppose que le champ est entrant, c’est-a`-dire θ ∈ (pi−α
2
, pi
2
]. Alors il
existe des constantes C > 0 et R > 0 telles que pour tout r > R et pour toute fonction
Φ ∈ Kr(Sα) normalise´e, on a
Qτ (Φ) ≥ 1− C
r2
. (4.8)
Preuve : Soit δ ∈ (0, α
2
). On de´coupe Sα en sous-secteurs (voir la figure 4.2) :
S1α, δ = {(x1, x2) ∈ Sα, x2 ≥ 0, x1 tan(α2 − δ) < x2 < x1 tan α2 } ,
S2α, δ = {(x1, x2) ∈ Sα, x2 < 0, x1 tan(−α2 ) < x2 < x1 tan(−α2 + δ)} ,
S3α, δ = Sα \ (S1α, δ ∪ S2α, δ) .
On choisit δ = 1
2
(pi+α
2
− θ), de sorte que
lim
r→∞
inf
S1α, δ∩{(Br)
Vγ, θ, τ = lim
r→∞
inf
S2α, δ∩{(Br)
Vγ, θ, τ = +∞ .
Donc on a :
∃R > 0, ∀r > R,∀i = 1, 2, inf
Siα, δ∩{Br
Vγ, θ, τ > 1 .
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O
x1
x2
S1α, δ
S2α, δ
S3α, δ
R
Υ
FIGURE 4.2 – De´coupage en sous-secteurs.
Nous prenons maintenant r > R et Φ ∈ Kr(Sα) une fonction normalise´e deKr qui ve´rifie
donc supp(Φ) ⊂ {Br. Notons W = supp(Φ). Nous commenc¸ons par supposer que W
est inclus dans un des sous-secteurs S iα, δ. On peut alors minorer l’e´nergie de Φ comme le
montre l’analyse suivante :
• Cas 1 : Supposons W ⊂ S1α, δ. On a :
Qτ (Φ) ≥
∫
W
Vγ,θ,τ |Φ|2 ≥
(
inf
S1α, δ∩{(Br)
Vγ,θ,τ
)∫
W
|Φ|2 > 1 .
• Cas 2 : Supposons W ⊂ S2α, δ, alors la minoration du premier cas reste valable.
• Cas 3 : SupposonsW ⊂ S3α, δ Notons que Φ se prolonge en une fonction deC∞0 (R2),
il de´coule alors de la proposition 4.1 que Qτ (Φ) ≥ 1.
Il nous reste a` traiter le cas ge´ne´ral. Nous allons nous ramener aux cas pre´ce´dents graˆce
a` une partition du secteur, et une formule IMS nous permettra de conclure. Nous notons
x = (x1, x2) ∈ Sα un point du secteur et arg(x) ∈ (−α2 , α2 ) son argument. Soit C =
{(x1, x2) ∈ Sα, x21 +x22 = 1} la portion compacte du cercle unite´ comprise dans Sα. Pour
construire une partition du secteur adapte´e a` la figure 4.2, on construit une partition de C :
soient χ1, χ2 et χ3 des fonctions infiniment de´rivables sur C ve´rifiant :
∀i = 1, 2, 3, 0 ≤ χi ≤ 1 ,
χ1(x) = 1 si arg(x) ∈ (α2 − δ, α2 ) et χ1(x) = 0 si arg(x) ∈ (−α2 ,−α2 + δ) ,
χ2(x) = 0 si arg(x) ∈ (α2 − δ, α2 ) et χ2(x) = 1 si arg(x) ∈ (−α2 ,−α2 + δ) ,
χ21 + χ
2
2 + χ
2
3 = 1 .
On e´tend les fonctions χi sur Sα en posant
∀x ∈ Sα, χi(x) = χi( x|x|) , (4.9)
autrement dit les troncatures sur Sα sont des dilatations de troncatures de C. Les fonctions
χ1, χ2 et χ3 ainsi de´finies sont clairement des fonctions infiniment de´rivables sur Sα. Elles
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ve´rifient de plus :
∀i = 1, 2, 3, 0 ≤ χi ≤ 1 ,
χ1(x1, x2) = 1 sur S1α, δ et χ1(x1, x2) = 0 sur S2α, δ ,
χ2(x1, x2) = 1 sur S2α, δ et χ1(x1, x2) = 0 sur S1α, δ ,
χ21 + χ
2
2 + χ
2
3 = 1 .
Nous introduisons
Ci = sup
C
|∇χi| .
On a en notant dxf la diffe´rentielle d’une fonction f au point x, et n la fonction de´finie
sur Sα par n(x) = x|x| , on a d’apre`s (4.9) :
dxχi = dn(x)χi ◦ dxn .
Un calcul rapide nous montre que
∃C0 > 0, ∀x ∈ Sα, ‖dxn‖∞ ≤ C0|x| .
De plus, dxχi = ∇χi(x), et donc on a
∀x ∈ Sα, |∇χi(x)| ≤ C0Ci|x| . (4.10)
Finalement, en notant C = maxi(C0Ci) et en utilisant W ⊂ {Br on a la majoration
suivante :
∀i = 1, 2, 3, ∀x ∈ W, |∇χi(x)|2 ≤ C
2
r2
. (4.11)
On utilise alors la formule IMS (B.8) :
Qτ (Φ) =
∑
i
Qτ (χiΦ)−
∑
i
∫
W
|∇χi|2|Φ|2 . (4.12)
Les e´tudes re´alise´es aux trois premiers cas nous permettent d’e´crire :
∀i = 1, 2, 3, Qτ (χiΦ) ≥
∫
W
χ2i |Φ|2 ,
et donc ∑
i
Qτ (χiΦ) ≥
∫
W
|Φ|2 = 1 .
On a donc graˆce a` (4.11) et (4.12) :
Qτ (Φ) ≥ 1− C
2
r2
. (4.13)

Nous construisons maintenant un quasi-mode supporte´ “a` l’infini” dont l’e´nergie est proche
de 1 :
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Lemme 4.13. Nous supposons toujours pi−α
2
< θ ≤ pi
2
. Soit  > 0, nous allons montrer :
∃R > 0, ∀r > R, ∃Φ ∈ Kr(Sα), Qτ (Φ) ≤ 1 +  . (4.14)
Preuve : La proposition 4.1 et le principe du min-max applique´s a` l’ope´rateur PA,R2 +
Vγ, θ, τ nous donnent l’existence d’une fonction u ∈ C∞0 (R2) normalise´e telle que :
〈(PA,R2 + Vγ, θ, τ)u, u〉L2(R2) ≤ 1 +  .
Nous allons translater u de manie`re a` fabriquer une fonction test dont le support est inclus
dans Sα ∩ {Br. Soit donc t = (sin θ, cos θ) un vecteur directeur de Υ et ur la fonction
de´finie par
ur(x1, x2) = exp(ir cos γ(x1 cos θ − x2 sin θ))u(x1 − r sin θ, x2 − r cos θ) .
Notons que
supp(ur) = supp(u) + rt ,
ainsi puisque la droite Υ entre dans le secteur, on a :
∃R > 0, ∀r > R, supp(ur) ⊂ Sα ∩ {Br .
On remarque que le potentiel est invariant par translation selon t :
∀r > R, Vγ, θ, τ (x1 − r sin θ, x2 − r cos θ) = Vγ, θ, τ (x1, x2) .
On utilise la proposition B.3 pour conclure :
Qτ (ur) = 〈
(
PA,R2 + Vγ, θ, τ
)
u, u〉L2(R2) ≤ 1 +  , (4.15)
et le lemme est de´montre´ en posant Φ = ur. 
Proposition 4.14. Dans le cas d’une droite entrant strictement dans le secteur, c’est-a`-
dire lorsque pi−α
2
< θ ≤ pi
2
, on a
∀τ ∈ R, s ess(γ, θ;α, τ) = 1 . (4.16)
Preuve : On applique le lemme de Persson en utilisant les lemmes (4.12) et (4.13). 
4.2.3 Condition de la droite tangente
Nous traitons pour finir le cas ou` le champ magne´tique est contenu dans une des faces
du die`dre (sans eˆtre tangent a` l’areˆte). On a alors θ = pi−α
2
et la droite Υ est paralle`le au
bord supe´rieur du secteur (voir la figure 3.5).
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Cas ge´ne´ral
Cette fois-ci, le spectre essentiel de l’ope´rateur PA,Sα+Vγ, α−pi
2
, τ de´pend du parame`tre
de Fourier τ :
Proposition 4.15. Soit α ∈ (0, pi) et γ ∈ (0, pi
2
], alors on a
∀τ ∈ R, s ess(γ, pi−α2 ;α, τ) = s(γ, 0;pi, τ) . (4.17)
Preuve : L’ide´e de la preuve est la meˆme que celle de la proposition 4.14, c’est pour-
quoi nous nous contentons d’en rappeler les grandes lignes. Le lemme 4.13 se de´montre en
utilisant un quasi-mode a` support compact de l’ope´rateur PA,Sα+Vγ, 0, τ dont l’e´nergie est
proche de la valeur s(γ, 0; pi, τ), on lui applique une rotation puis une translation afin d’ob-
tenir une fonction dont le support est dans Sα∩{Br. Pour la majoration, nous de´coupons le
secteur en sous-secteurs comme dans le lemme 4.12, et nous utilisons l’ope´rateur mode`le
e´tudie´ dans la proposition 4.4. Le lemme de Persson permet de conclure. 
Nous rappelons le re´sultat de la proposition 4.4 qui permet d’expliciter cette quantite´
pour γ ∈ [0, pi
2
] et τ ∈ R :
s(γ, 0;pi, τ) = inf
ξ2∈R
(
µN1 (ξ2 cos γ + τ sin γ) + (ξ2 sin γ − τ cos γ)2
)
. (4.18)
Nous rappelons (voir la section 1.4) que
µN1 (t) →
t→−∞
+∞ et µN1 (t) →
t→+∞
1 .
On peut calculer les valeurs limites du spectre essentiel s ess(γ,
pi−α
2
;α, τ) quand τ est
grand :
Proposition 4.16. On a pour (γ, α) ∈ [0, pi
2
]× (0, pi) :
s ess(γ,
pi−α
2
;α, τ) →
τ→−∞
+∞ .
Preuve : On suppose τ < 0. On fait une disjonction selon le signe de ξ2 dans (4.18) :
• Si ξ2 ≥ 0, on a µN1 (ξ2 cos γ + τ sin γ) + (ξ2 sin γ − τ cos γ)2 ≥ τ 2 cos2 γ.
• Si ξ2 < 0, en utilisant la de´croissance de t 7→ µN1 (t) sur (−∞, 0), on a
µN1 (ξ2 cos γ + τ sin γ) + (ξ2 sin γ − τ cos γ)2 ≥ µN1 (τ sin γ) .
On a donc prouve´
∀τ ≤ 0, s ess(γ, pi−α2 ;α, τ) ≥ min
(
µN1 (τ sin γ), τ
2 cos2 γ
)
. (4.19)
On conclut en utilisant µN1 (t) →
t→−∞
+∞. 
Lorsque le parame`tre de Fourier tend vers +∞, on a
Proposition 4.17. On a pour (γ, α) ∈ (0, pi
2
]× (0, pi) :
s ess(γ,
pi−α
2
;α, τ) →
τ→+∞
1 .
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Preuve : On suppose τ ≥ 0. En prenant ξ2 = τ cot γ dans (4.18), on a
s ess(γ,
pi−α
2
;α, τ) ≤ µN1 ( τsin γ ) < 1 .
Pour montrer la minoration, on fait une disjonction de cas sur ξ2 selon que (ξ2 cos γ +
τ sin γ)2 soit grand ou pas :
• Si ξ2 /∈ [τ cot γ − 1sin γ , τ cot γ + 1sin γ ], on a (ξ2 sin γ − τ cos γ)2 ≥ 1.
• Si ξ2 ∈ [τ cot γ− 1sin γ , τ cot γ+ 1sin γ ], on a ξ2 cos γ+ τ sin γ ∈ [ τsin γ − cot γ, τsin γ +
cot γ]. Pour τ suffisamment grand, cet intervalle est inclus dans [ξ0,+∞) et la crois-
sance de t 7→ µN1 (t) sur [ξ0,+∞) donne l’existence d’un τ0 > 0 tel que
∀τ > τ0, ∀ξ2 ∈ [τ cot γ− 1sin γ , τ cot γ+ 1sin γ ], µN1 (ξ2 cos γ+τ sin γ) ≥ µN1 ( τsin γ−cot γ) .
On a donc montre´
∃τ0 > 0, ∀τ > τ0, s ess(γ, pi−α2 ;α, τ) ≥ µN1 ( τsin γ − cot γ) .
On conclut en utilisant µN1 (t) →
t→+∞
1. 
Graˆce au corollaire 4.5, on a s ess(γ,
pi−α
2
;α, ξ0 sin γ) = Θ0. On de´duit de (3.18) une
majoration pour le bas du spectre de l’ope´rateur sur le die`dre :
Corollaire 4.18. Dans le cas ou` le champ magne´tique B est contenu dans l’une des faces
du die`dre, on a :
∀α ∈ (0, pi],∀γ ∈ [0, pi
2
], s(γ, pi−α
2
;α) ≤ Θ0 .
Cas particulier d’un champ perpendiculaire a` l’areˆte
Nous donnons des re´sultats dans le cas particulier γ = pi
2
ou` le champ magne´tique
B est perpendiculaire a` l’areˆte du die`dre (cf la table 3.1). Dans ce cas la` on de´duit de la
proposition 4.15 et de la formule (4.18) une relation explicite :
Corollaire 4.19. Soit α ∈ (0, pi), alors
∀τ ∈ R, s ess(pi2 , pi−α2 ;α, τ) = µN1 (τ) .
On peut pre´ciser ce re´sultat pour α = pi
2
:
Proposition 4.20. Dans le cas d’un secteur d’angle droit et d’une droite tangente, on a
∀τ ∈ R, s(pi
2
, pi
4
; pi
2
, τ) = s ess(
pi
2
, pi
4
; pi
2
, τ) = µN1 (τ) .
Preuve : La de´monstration se de´duit directement de la preuve de [Pan02, proposition
7.1], c’est pourquoi nous nous contentons d’en donner les grandes lignes. On suppose
donc α = pi
2
et B = ( 1√
2
, 1√
2
, 0). On a A = 0 et l’ope´rateur s’e´crit
PA,Sα + VB, τ = −∂2x1 − ∂2x2 + ( 1√2x1 − 1√2x2 − τ)2 .
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On effectue le changement de variable associe´ a` la rotation d’angle pi
4
. On est ramene´ a`
e´tudier la re´alisation de Neumann de
− ∂2u1 − ∂2u2 + (u1 − τ)2 . (4.20)
sur l’ouvert
{u1 > 0, u2 > 0} .
On utilise alors une technique de [Pan02] : un vecteur propre de l’ope´rateur (4.20) peut
eˆtre syme´trise´ par rapport a` l’axe {u2 = 0} afin d’obtenir une fonction de´finie sur le demi-
plan {u1 > 0}. En utilisant les arguments de la preuve de la proposition 1.1, on constate
que le bas du spectre de cet ope´rateur est le meˆme que le bas du spectre de la re´alisation
de Neumann de−∆ + (u1− τ)2 sur le demi-plan {(u1, u2) ∈ R2, u1 > 0}. Par une trans-
forme´e de Fourier partielle dans la variable u2, on montre que le spectre de cet ope´rateur
est [µN1 (τ),+∞), de plus il s’agit de spectre essentiel. On en de´duit la proposition. 
On retrouve a` partir de cette proposition le re´sultat (3.39) de [Pan02] pour le bas du
spectre de l’ope´rateur sur un die`dre d’angle droit (α = pi
2
). En combinant le corollaire
4.18 avec la minoration (3.43), on peut e´tendre cela en un re´sultat inte´ressant pour le bas
du spectre de l’ope´rateur sur le die`dre dans le cas d’un champ magne´tique B perpendicu-
laire a` l’areˆte et contenu dans une des faces :
The´ore`me 4.21. On suppose que le champ magne´tique est contenu dans une des faces
du die`dre Dα et perpendiculaire a` l’areˆte du die`dre. Les coordonne´es sphe´riques sont
(γ, θ) = (pi
2
, pi−α
2
) (cf la table 3.1). On suppose aussi que l’angle d’ouverture du die`dre
ve´rifie α ≥ pi
2
. On a alors
s(pi
2
, pi−α
2
;α) = Θ0
De plus cette valeur correspond a` du spectre essentiel pour l’ope´rateur sur le secteur au
sens suivant :
s(pi
2
, pi−α
2
;α) = s(pi
2
, pi−α
2
;α, ξ0) = s ess(
pi
2
, pi−α
2
;α, ξ0) .
Des calculs nume´riques illustrent ce re´sultat sur la figure 4.10. On de´montrera plus
tard que si α < pi
2
, on peut avoir une valeur propre infe´rieure a` la valeur Θ0, y compris
lorsque le champ magne´tique est perpendiculaire a` l’areˆte du die`dre.
4.2.4 Synthe`se des re´sultats pour le spectre essentiel de l’ope´rateur
sur le secteur
La table 4.1 re´capitule le spectre essentiel de l’ope´rateur PA,Sα+VB, τ selon la position
de la droite Υ par rapport au secteur Sα. Nous avons donc montre´ l’existence de vecteurs
propres pour le bas du spectre de PA,Sα +VB, τ dans le cas d’une droite sortante. Dans les
autres cas, nous montrerons dans les chapitres suivants l’existence de spectre discret sous
le spectre essentiel pour certaines valeurs des parame`tres.
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Champ magne´tique B Coordonne´es
sphe´riques de B
Droite Υ par rap-
port au secteur Sα
Sess
(
PA,Sα + VB, τ
)
Champ tangent a` l’areˆte
du die`dre
γ = 0 Non de´finie [Θ0 + τ2,+∞)
Champ non tangent a`
l’areˆte du die`dre
θ ∈ [0, pi−α2 ) Sortante ∅
θ ∈ (pi−α2 , pi2 ] Entrante [1,+∞)
θ = pi−α2 Tangente [s(γ, 0;pi, τ),+∞)
TABLE 4.1 – Synthe`se des re´sultats pour le spectre essentiel de l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ
sur le secteur Sα selon la ge´ome´trie du die`dre Dα et du champ magne´tique B.
4.3 Calculs nume´riques pour un champ tangent
Nous montrons ici des calculs nume´riques pour le bas du spectre de l’ope´rateur PA,Sα+
VB, τ dans le cas ou` la droite Υ d’annulation du potentiel est tangente au bord du du sec-
teur. Nous utilisons une notation du chapitre 1 : si s est une quantite´ spectrale, nous notons
ge´ne´riquement s˘ un calcul nume´rique de cette quantite´ par e´le´ments finis. Sauf mention
explicite, les calculs ont e´te´s effectue´s avec le potentiel magne´tique AR (de´fini dans la
sous-section 3.1.1). Nous renvoyons au chapitre C pour les notations Los et Tri corres-
pondant aux domaines de calculs.
La figure 4.3 illustre la proposition 4.20 : on repre´sente les valeurs de τ 7→ s˘(γ, θ;α, τ)
calcule´es par e´le´ments finis pour un secteur d’angle droit (α = pi
2
) et un champ magne´tique
tangent perpendiculaire a` l’areˆte : (γ, θ) = (pi
2
, pi
4
). Il nous a fallu prendre un domaine de
calcul de grande taille puisque les valeurs spectrales correspondent a` du spectre essentiel.
On a aussi trace´ la fonction τ 7→ µN1 (τ) dont les valeurs ont e´te´ calcule´es dans le chapitre
1. Ces deux fonctions semblent coı¨ncider, ce qui corrobore la proposition 4.20.
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FIGURE 4.3 – Valeur des parame`tres : γ = pi
2
, θ = pi
4
et α = pi
2
. s˘(γ, θ;α, τ) selon τ pour
τ = k
10
, −10 ≤ k ≤ 30 compare´ a` µN1 (τ), Θ0 et 1. Domaine de calcul : Los(20, 80, pi2 ).
Degre´ : Q8.
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Sur la figure 4.4 on garde les meˆmes valeurs de α et θ mais on prend γ = pi
10
: le champ
magne´tique B est tangent et proche de l’areˆte du die`dre. On a aussi trace´ la constante Θ0
et la fonction τ 7→ s ess(γ, θ;α, τ) a` partir de la formule
s ess(γ, θ;α, τ) = inf
ξ2∈R
(
µN1 (ξ2 cos γ + τ sin γ) + (ξ2 sin γ − τ cos γ)2
)
et des calculs du chapitre 1. On constate alors que s˘( pi
10
, pi
4
; pi
2
, τ) semble correspondre
a` du spectre discret et peut descendre sous la valeur Θ0. On a aussi trace´ la constante
σaux1 (sin γ sinα), qui vaut ici σ(
pi
10
). Les valeurs de s˘( pi
10
, pi
4
; pi
2
, τ) semblent converger vers
cette constante pour τ grand. Nous de´montrerons dans le chapitre suivant que s(γ, θ;α, τ)
converge effectivement vers la valeur σaux1 (sin γ sinα) pour τ grand (voir le the´ore`me
5.13).
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s
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(γ,θ,α,τ)
σaux(sinγ.sinα)
Θ0
FIGURE 4.4 – Valeur des parame`tres : γ = pi
10
, θ = pi
4
et α = pi
2
. s˘(γ, θ;α, τ) selon τ pour
τ = k
10
, −10 ≤ k ≤ 20 compare´ a` s ess(γ, θ;α, τ), Θ0 et σaux1 (sin γ sinα). Domaine de
calcul : Tri(41, 14, pi
2
). Degre´ : P3.
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Sur les figures 4.5 et 4.6, des vecteurs propres associe´s aux valeurs propres de la figure
4.4 sont repre´sente´s pour τ = k
2
avec 0 ≤ k ≤ 4. Sur la figure 4.5, on a repre´sente´ de
haut en bas : le module, le logarithme en base 10 et la phase modulo pi des vecteurs
propres. La phase modulo pi est obtenue par la formule (C.1). Le logarithme a e´te´ seuille´
pour des valeurs infe´rieures a` −13. On a aussi trace´ la droite Υ d’annulation du potentiel.
On constate que les vecteurs propres se concentrent le long de cette droite. L’e´chelle
logarithmique permet de voir des minima locaux du module, de plus ces minima semblent
correspondre avec des singularite´s de la phase. Nous pensons que ces points sont des
racines du vecteur propre. Nous reviendrons sur ce phe´nome`ne dans le chapitre 7. Sur
la figure 4.6, nous avons repre´sente´ le logarithme du module seuille´ pour des valeurs
infe´rieures a` −7. La phase a e´te´ fixe´e a` 0 la` ou` le module est infe´rieur a` 10−7.
Il est possible de choisir pour le calcul un potentiel magne´tique qui s’annule le long
de la droite Υ. Nous prenons (γ, θ) = ( pi
10
, pi
4
) et α = pi
2
. Sur la figure 4.7 nous re´alisons le
calcul pour τ = 0 en choisissant comme potentiel magne´tique
AΥ(x1, x2) = (−x2 cos γ + x1 cos γ, 0) (4.21)
qui ve´rifie bien AΥ ∈ A (cos γ). Nous comparons le calcul fait pour le potentiel AΥ avec
celui obtenu pour le potentiel AR. Sur la figure 4.7(a) on constate que le vecteur propre
calcule´ avec la jauge AΥ est moins concentre´ que celui de la figure 4.8(a). La valeur
propre obtenue pour un calcul avec le potentiel AΥ vaut 0.61207 contre 0.61274 pour un
calcul avec la jauge AR. Nous rappelons que les deux potentiels diffe`rent d’un gradient :
AΥ −AR = ∇φR,Υ (4.22)
avec φR,Υ(x1, x2) = 12x
2
1 cos γ. Nous rappelons aussi que les vecteurs propres de PAΥ,Sα+
VB, τ sont obtenus a` partir de ceux de PAR,Sα + VB, τ par multiplication par e
iφR,Υ (cf la
proposition B.2). Sur la figure 4.8(b) nous repre´sentons (modulo pi) la phase des vecteurs
propres calcule´s avec le potentiel AR a` laquelle on a ajoute´ φR,Υ. On constate que le
re´sultat ressemble a` la phase repre´sente´e sur la figure 4.7(b).
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τ = 0 τ = 0.5 τ = 1 τ = 1.5 τ = 2
FIGURE 4.5 – Valeur des parame`tres : α = pi
2
, γ = pi
10
et θ = pi
4
. De haut en bas : le module,
le logarithme en base 10 du module et la phase modulo pi du vecteur propre associe´ a`
s˘(γ, θ;α, τ) pour τ = k
2
, 0 ≤ k ≤ 4. Logarithme seuille´ pour des valeurs infe´rieures a`
−13 et on a trace´ la droite Υ sur le logarithme du module. Potentiel magne´tique choisi :
AR. Domaine de calcul : Tri(41, 14, pi
2
). Degre´ : P3.
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τ = 0 τ = 0.5 τ = 1 τ = 1.5 τ = 2
FIGURE 4.6 – Meˆmes calculs que sur la figure 4.5. Le logarithme du module a e´te´ seuille´
pour des valeurs infe´rieures a` −7 et la phase a e´te´ fixe´e a` 0 la` ou` le module est infe´rieur a`
10−7.
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(a) Logarithme du module
seuille´ pour des valeurs
infe´rieures a` −7.
(b) Phase modulo pi.
FIGURE 4.7 – Valeur des parame`tres : α = pi
2
, γ = pi
10
, θ = pi
4
et τ = 0. Domaine de
calcul : Tri(41, 14, pi
2
). Degre´ : P3. Potentiel magne´tique choisi : AΥ (de´fini en (4.21)).
(a) Logarithme du module
seuille´ pour des valeurs
infe´rieures a` −7.
(b) Phase translate´e de
φR,Υ modulo pi, cf (4.22).
FIGURE 4.8 – Valeur des parame`tres : α = pi
2
, γ = pi
10
, θ = pi
4
et τ = 0. Domaine de
calcul : Tri(41, 14, pi
2
). Degre´ : P3. Potentiel magne´tique choisi : AR.
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Sur la figure 4.9 on a calcule´ s˘(B;α, τ) pour α = 4pi
5
et un champ magne´tique B de
coordonne´es sphe´riques (γ, θ) = (pi
2
, pi
10
). On a pris comme valeurs du parame`tre τ = k
10
,
−5 ≤ k ≤ 30. Puisque certaines valeurs spectrales semblent eˆtre situe´es dans le spectre
essentiel, nous avons pris un domaine de calcul plus grand, les vecteurs propres calcule´s
n’e´tant pas localise´s. On a aussi trace´ τ 7→ µN1 (τ) et la constante σaux1 (sin γ sinα) ici
e´gale a` σ1(pi5 ). Le the´ore`me 5.13 permettra d’identifier cette constante comme la limite de
la fonction τ 7→ s(pi
2
, pi
10
; 4pi
5
, τ) quand τ tend vers +∞.
On constate que pour certaines valeurs de τ on a l’ine´galite´ s˘(pi
2
, pi
10
; 4pi
5
, τ) < µN1 (τ) :
la valeur s(pi
2
, pi
10
; 4pi
5
, τ) semble alors correspondre a` du spectre discret pour l’ope´rateur
PA,S + VB, τ . Nous notons
τ0 = sup{τ∗ ∈ R, ∀τ > τ∗, s(γ, θ;α, τ) < µN1 (τ)}
et τ˘0 une approximation nume´rique de cette quantite´. On constate que pour τ < τ˘0 on
semble avoir s˘(pi
2
, pi
10
; 4pi
5
, τ) = s ess(
pi
2
, pi
10
; 4pi
5
, τ). La proposition 4.20 prouve que τ0 ∈
]ξ0,+∞]. Le corollaire 5.15 prouvera que τ0 est un re´el fini.
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µN(τ)
σaux(sinγ.sinα)
Θ0
FIGURE 4.9 – Valeur des parame`tres : γ = pi
2
, θ = pi
10
et α = 4pi
5
. s˘(γ, θ;α, τ) selon τ pour
τ = k
10
, −5 ≤ k ≤ 30 compare´ a` µN1 (τ), Θ0 et σaux1 (sin γ sinα). Domaine de calcul :
Los(20, 115, 4pi
5
). Degre´ : Q6.
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En nous inspirant de la relation fondamentale (3.18), nous de´finissons
s˘(γ, θ;α) = inf
τ
s˘(γ, θ;α, τ) . (4.23)
Sur la figure 4.10 nous calculons s˘(pi
2
, pi−α
2
, α) pour α = k pi
20
avec 1 ≤ k ≤ 19. Pour
chaque valeur de α nous adaptons l’e´chantillonnage du parame`tre τ et le choix du maillage
pour le calcul de s˘(γ, θ;α, τ) et nous utilisons 4.23. Nous constatons que pour α ≥ pi
2
, on
semble avoir s˘(pi
2
, pi−α
2
, α) = Θ0. Ce calcul illustre le the´ore`me 4.21.
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FIGURE 4.10 – Valeur du parame`tre : γ = pi
2
. s˘(γ, pi−α
2
;α) selon ϑ := α
pi
pour ϑ = k
20
,
1 ≤ k ≤ 19.
4.4 Concentration des vecteurs propres
Nous donnons des estimations d’Agmon qui indiquent la concentration des vecteurs
propres de l’ope´rateur PA,Sα +VB,τ . On suppose dans cette section que s(B;α, τ) est une
valeur propre de PA,Sα +VB,τ situe´ sous le spectre essentiel. Nous avons vu que que cette
hypothe`se est toujours ve´rifie´e dans le cas d’un champ sortant (proposition 4.10). Dans
le cas d’un champ entrant, le spectre essentiel vaut 1 et la proposition 5.9 du prochain
chapitre montre que cette hypothe`se est ve´rifie´e de`s que τ est assez grand. Nous notons
uB,α,τ un vecteur propre associe´ a` s(B;α, τ). La de´croissance des fonctions propres “a`
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l’infini” est classique pour un vecteur propre associe´ a` une valeur propre sous le spectre
essentiel (voir [Bon05, the´ore`me 7.1] par exemple) :
Proposition 4.22. Nous notons x = (x1, x2) un point du plan. Il existe deux constante δ
et C1 strictement positives (qui de´pendent des parame`tres (B, τ, α)) telles que
‖eδ|x|uB,α,τ‖L2(Sα) < C1 .
La de´monstration de la proposition suivante se fait exactement de la meˆme manie`re
que celle du the´ore`me 2.18 :
Proposition 4.23. Soit dΥ la distance a` la droite Υ d’annulation du potentiel :
dΥ(x1, x2) := |x1b2 − x2b1 − τ | .
Pour tout δ < 1
2
il existe une constante C2(B, τ, α, δ) telle que
‖eδd2ΥuB,α,τ‖L2(Sα) < C2(B, τ, α, δ) .
Dans le the´ore`me 2.18, la constante K(β) ne de´pend pas des parame`tres. De meˆme,
dans le cas d’un champ sortant, on peut choisir la constante inde´pendamment de α : soit
α0 ∈ (0, pi) tel que pour tout α ∈ (0, α0], Υ ve´rifie la condition de la droite sortante. Alors
on peut trouver une constante C3(B, δ, τ) telle que
∀α ∈ (0, α0], ‖eδdΥuB,α,τ‖L2(Sα) < C3(B, δ, τ) .
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Chapitre 5
Le proble`me sur le secteur pour des
grandes valeurs du parame`tre de
Fourier
Soit B = (b1, b2, b3) un champ magne´tique constant unitaire. Ses coordonne´es sphe´ri-
ques sont note´es (γ, θ). Nous rappelons que l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ est la re´alisation
de Neumann sur le secteur Sα de l’ope´rateur −(∇ − iA)2 + VB, τ , avec A ∈ A (b3) un
potentiel magne´tique plan et VB, τ le potentiel e´lectrique de´fini par
VB, τ (x1, x2) = (x1b2 − x2b1 − τ)2 .
La forme quadratique associe´e a` cet ope´rateur est note´eQτ , elle est de´finie sur le domaine
de forme H1A, V (Sα).
Le potentiel e´lectrique s’annule sur la droite Υ d’e´quation x1b2 − x2b1 − τ = 0. Nous
rappelons que nous avons de´fini
s(B;α; τ) := infS(PA,Sα + VB, τ ) .
Quand le couple (γ, θ) de´signe les coordonne´es sphe´riques du champ magne´tique B, on
a la notation suivante :
s(γ, θ;α, τ) := s(B;α, τ) .
Nous cherchons a` de´terminer l’infimum sur τ de s(B;α, τ), en effet on a d’apre`s (3.18)
s(B;α) = inf
τ∈R
s(B;α, τ) .
Nous voulons savoir si cet infimum est atteint. Nous introduisons la notation suivante :
De´finition 5.1. On pose
s∞(B;α) = min
(
lim inf
τ→+∞
s(B;α, τ), lim inf
τ→−∞
s(B;α, τ)
)
. (5.1)
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Comme pre´ce´demment nous notons en coordonne´es sphe´riques
s∞(γ, θ;α) := s∞(B;α) .
On a d’apre`s (3.18)
s(B;α) ≤ s∞(B;α) .
Ainsi en vertu de la continuite´ de τ 7→ s(B;α, τ), pour savoir si la borne infe´rieure sur τ
des s(B;α, τ) est atteinte il suffit de montrer s(B;α) < s∞(B;α).
Dans le cas particulier γ = 0, c’est-a`-dire lorsque le champ magne´tique est B =
(0, 0, 1), l’ope´rateur s’e´crit
PA,Sα + VB, τ = PA,Sα + τ
2
et on a
s(B;α, τ) = µ(α) + τ 2 . (5.2)
L’e´tude du comportement par rapport a` τ de s(B;α, τ) est alors triviale. On a en particu-
lier
s∞(B;α) = +∞ .
Revenons au cas ge´ne´ral : d’apre`s la proposition 3.18, la fonction τ 7→ s(B;α, τ) est
continue sur R. Afin de savoir si sa borne infe´rieure est atteinte, nous calculons dans ce
chapitre les limites quand τ → −∞ et τ → +∞ de la fonction τ 7→ s(B;α, τ) (on s’at-
tend a` ce que celles-ci de´pendent de B et de α). Ce calcul est fait pour le cas α = pi
2
dans
[Pan02], nous allons ge´ne´raliser le re´sultat au cas α 6= pi
2
. Nous allons aussi l’ame´liorer en
donnant une forme explicite pour les diffe´rentes limites a` l’aide de la fonction σ1 e´tudie´e
dans le chapitre 2 et des diffe´rents parame`tres.
Dans la section 5.1, nous montrons que le calcul de la limite de s(B;α, τ) pour de
grandes valeurs de |τ | peut eˆtre ramene´ a` un proble`me semi-classique. Dans la section
5.2, nous ge´ne´ralisons les re´sultats de [Pan02] au cas α 6= pi
2
, et nous utilisons la proposi-
tion 4.3 qui nous permet d’expliciter la limite a` l’aide de la fonction σ1 et des parame`tres.
Il faut une fois de plus faire une disjonction de cas selon que la droite d’annulation du po-
tentiel Υ est sortante, entrante ou tangente. Ces calculs explicites de limites donnent des
majorations pour s(B;α, τ). Ils permettent aussi dans le cas d’une droite tangente d’affir-
mer que l’infimum sur τ des s(B;α, τ) est atteint. De nombreuses simulations nume´riques
appuient ces re´sultats. Dans la section 5.3, nous pre´sentons des calculs nume´riques pour
un cas particulier syme´trique et nous observons un phe´nome`ne d’effet tunnel.
5.1 Analyse semi-classique du proble`me
Nous montrons que le proble`me peut se ramener a` un proble`me semi-classique et
nous rappelons des re´sultats connus. Nous supposons que le potentiel magne´tique plan
A ∈ A (b3) est line´aire (nous avons vu dans la section 3.1 trois exemples pour un tel
potentiel). Nous regardons ce qu’il se passe lorsque |τ | tend vers l’infini. La distance de
l’origine (qui coı¨ncide avec le coin du secteur) a` la droite Υ d’e´quation x1b2−x2b1− τ =
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0 tend elle aussi vers l’infini. Nous supposons τ 6= 0 et nous re´alisons le changement
d’e´chelle (X1, X2) = τ−1(x1, x2) qui laisse le secteur invariant. L’ope´rateur PA,Sα+VB, τ
est unitairement e´quivalent a` la re´alisation de Neumann sur l’ouvert Sα de
−
(
1
τ
∇− iτA
)2
+ τ 2(X1b2 −X2b1 − 1)2 .
On introduit le parame`tre semi-classique h = |τ |−2, de sorte que h tend vers 0 quand |τ |
vers +∞. On obtient que PA,Sα + VB, τ est unitairement e´quivalent a`
1
h
(−(h∇− iA)2 + (X1b2 −X2b1 − 1)2) .
Nous de´crivons maintenant des re´sultats connus pour un ope´rateur de Schro¨dinger semi-
classique avec potentiel magne´tique et potentiel e´lectrique : soit
−(h∇− iA)2 + V
un ope´rateur de ce type. Dans le cas ou` cet ope´rateur agit sur Rn ou sur une varie´te´ com-
pacte, on connaıˆt un de´veloppement asymptotique du bas du spectre lorsque h tend vers
0 sous l’hypothe`se que le potentiel e´lectrique V posse`de un nombre fini de minima non
de´ge´ne´re´s : dans ce cas, on approche le potentiel e´lectrique V par ses approximations qua-
dratiques pre`s de ces minima et on se rame`ne a` e´tudier l’ope´rateur −(h∇ − iA)2 + |x|2
sur Rn (voir [Mat95] et [MU96]) par exemple). L’ide´e directrice est celle de l’approxima-
tion harmonique de´ja` vue dans les chapitres pre´ce´dents : quand h tend vers 0, les vecteurs
propres se concentrent pre`s des minima du potentiel e´lectrique.
Ne´anmoins pour notre ope´rateur−(h∇− iA)2 + (X1b2−X2b1−1)2 sur Sα, ces re´sultats
ne s’appliquent pas : les minima du potentiel e´lectrique sont de´ge´ne´re´s. De plus, lorsque
la droite entre dans le secteur (voir la de´finition 3.17), le potentiel s’annule sur une demi-
droite contenue dans le secteur Sα. Nous avons vu a` la proposition 4.14 que cette situation
ge´ne`re du spectre essentiel pour l’ope´rateur.
Dans le chapitre 2, nous avons e´tudie´ un ope´rateur de Schro¨dinger avec un potentiel
e´lectrique qui s’annule sur une demi-droite. Nous avons constate´ que les vecteurs propres
associe´s a` des valeurs propres situe´es sous le spectre essentiel sont concentre´s pre`s de la
ligne d’annulation du potentiel e´lectrique. Nous faisons le raisonnement heuristique sui-
vant : si ce fait reste vrai pour l’ope´rateur −(h∇ − iA)2 + (X1b2 − X2b1 − 1)2 sur le
secteur Sα, alors les vecteurs propres sont concentre´s pre`s de la droite d’e´quation X1b2 −
X2b1 − 1 = 0. Or la distance du coin (0, 0) du secteur Sα a` cette droite est fixe et stricte-
ment positive. On s’attend donc a` ce que l’ope´rateur −(h∇− iA)2 + (X1b2−X2b1− 1)2
ne “voit plus” le coin du secteur quand h tend vers 0. On est alors ramene´ a` un ope´rateur
mode`le sur des domaine re´guliers.
5.2 Calcul des limites quand le parame`tre de Fourier est
grand
On a vu (cf (5.2)) que pour un champ tangent a` l’areˆte du die`dre, c’est-a`-dire pour
γ = 0, on a s∞(B;α) = +∞. Dans cette section, on calcule pour γ 6= 0 la limite de
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s(B;α, τ) quand τ tend vers ±∞ :
Dans la suite de ce chapitre, on suppose γ ∈ (0, pi
2
].
5.2.1 Condition de la droite sortante
Dans toute cette sous-section on suppose que la droite Υ sort du secteur, c’est-a`-dire
θ ∈ [0, pi−α
2
) (voir la figure 3.4). On commence par le cas τ → −∞. On remarque que
de`s que τ < 0, l’intersection Υ ∩ Sα de la droite d’annulation de VB, τ et du secteur
Sα est vide. La distance entre Υ et Sα tend vers l’infini quand τ tend vers −∞. Ces
conside´rations aboutissent a` la proposition suivante :
Proposition 5.2. On suppose que θ ∈ [0, pi−α
2
). On a alors
∀γ ∈ (0, pi
2
], lim
τ→−∞
s(γ, θ;α, τ) = +∞ . (5.3)
De plus la fonction τ 7→ s(γ, θ;α, τ) est de´croissante sur (−∞, 0) et minore´e par τ 2.
Preuve : Lorsque τ < 0 on a Υ ∩ Sα = ∅. On constate que la distance d’un point
(x1, x2) du secteur a` la droite Υ est minimale en (x1, x2) = (0, 0) et vaut τ . On a donc :
∀τ ∈ R, ∀(x1, x2) ∈ Sα, Vγ, θ, τ (x1, x2) ≥ τ 2 .
On de´duit donc
∀u ∈ H1A,V (Sα), Qτ (u) ≥ τ 2‖u‖2L2(Sα) .
On de´duit du principe du min-max la minoration s(γ, θ;α, τ) ≥ τ 2 et la limite quand τ
tend vers −∞. Pour la monotonie de τ 7→ s(γ, θ;α, τ), on constate que lorsque la droite
Υ sort du secteur, on a pour (x1, x2) ∈ Sα fixe´ :
τ 7−→ Vγ, θ, τ (x1, x2) est de´croissante sur (−∞, 0) .
On de´duit le re´sultat du principe du min-max. 
Remarque 5.3. Si on sait par ailleurs que la premie`re valeur propre est simple, la formule
de Feynman-Hellmann (4.7) donne directement la stricte de´croissance pour τ < 0.
Nous rappelons que la fonction σaux1 a e´te´ introduite dans la de´finition 4.2. Nous
e´nonc¸ons le re´sultat principal de cette section :
The´ore`me 5.4. On suppose que θ ∈ [0, pi−α
2
). On a alors
∀γ ∈ (0, pi
2
], lim
τ→+∞
s(γ, θ;α, τ) = σaux1
(
sin γ cos(α
2
+ θ)
)
. (5.4)
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Preuve : La preuve se fait en deux e´tapes : dans un premier temps nous construisons un
quasi-mode pour l’ope´rateur PA,Sα +Vγ, θ, τ a` partir d’un quasi-mode de l’ope´rateur sur le
demi-plan. Ce proce´de´ fournit une majoration pour s(γ, θ;α, τ). Dans un deuxie`me temps
on minore cette quantite´ : on montre d’abord que les vecteurs propres sont concentre´s pre`s
de la droite Υ. On construit ensuite une partition du secteur selon que l’on soit loin ou pre`s
du coin. Une comparaison avec les ope´rateurs mode`les e´tudie´s dans la proposition 4.3 per-
met de conclure.
CONSTRUCTION DE QUASI-MODE ET MAJORATION. Soit δ1 = pi−α2 − θ l’angle que
fait la droite Υ avec le bord supe´rieur de Sα (voir la figure 5.1). Nous rappelons que le
bas du spectre de l’ope´rateur PA,Spi + Vγ,−δ1, 0 est une valeur propre simple (voir la pro-
position 4.3) note´e s(γ,−δ1; pi, 0). On rappelle que s(γ,−δ1; pi, 0) = s(γ, δ1; pi, 0), mais
pour des raisons ge´ome´triques nous travaillerons avec l’ope´rateur PA,Spi + Vγ,−δ1, 0. Soit
 > 0, d’apre`s le principe du min-max il existe un quasi-mode uapp ∈ C∞0 (Spi) tel que
〈(PA,Spi + Vγ,−δ1, 0)uapp, uapp〉L2(Spi) ≤ s(γ,−δ1; pi, 0) +  .
Soit Rpi−α
2
la rotation de centre l’origine et d’angle pi−α
2
. Nous notons t := (cos α
2
, sin α
2
)
un vecteur directeur unitaire de la droite x2 = tan α2x1. Cette droite de´limite le bord
supe´rieur du secteur Sα. Soit hτ l’affinite´ de´finie sur R2 par :
hτ : (x1, x2) 7−→ Rpi−α
2
(x1, x2)− τ
sin γ sin δ1
t := (y1, y2) . (5.5)
On a donc (x1, x2) = h−1τ (y1, y2) = R−pi−α
2
(y1, y2) +
τ
sin γ sin δ1
t, soit :
x1 = y1 cos
pi − α
2
+ y2 sin
pi − α
2
+
τ
sin γ sin δ1
cos
α
2
x2 = −y1 sin pi − α
2
+ y2 cos
pi − α
2
+
τ
sin γ sin δ1
sin
α
2
(5.6)
En vue d’appliquer les propositions B.3 et B.4 sur les translations et les rotations, on
calcule
(x1, x2) ∧ t = τ
sin γ sin δ1
(
x1 sin
α
2
− x2 cos α
2
)
.
On de´finit alors le quasi-mode :
uappτ (x1, x2) = e
i τ cos γ
sin γ sin δ1
(x1 sin
α
2
−x2 cos α2 )uapp ◦ hτ (x1, x2) .
On a
supp(uappτ ) = h
−1
τ (supp(u
app)) = R−pi−α
2
(supp(uapp)) +
τ
sin γ sin δ1
t .
Ainsi puisque supp(uapp) ⊂ Spi, pour τ suffisamment grand on a supp(uappτ ) ⊂ Sα (voir
la figure 5.1). Pour τ assez grand on a donc uappτ ∈ C∞0 (Sα). On e´value l’e´nergie de uappτ :
d’apre`s les propositions B.3 et B.4, on a
〈PA,Sαuappτ , uappτ 〉L2(Sα) = 〈PA,Spiuapp, uapp〉L2(Spi) .
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Spi
δ1
Υ
O
x1
δ1
x2
τ
sin γ sin δ1
Sα
Υ
FIGURE 5.1 – Un quasi-mode uapp de PA,Spi+Vγ,−δ1, 0 subit une rotation et une translation
pour fournir un quasi-mode uappτ de PA,Sα + Vγ, θ, τ . Il faut que τ soit grand pour que le
secteur contienne le support de uappτ .
On calcule Vγ, θ, τ (x1, x2) dans les nouvelles variables a` l’aide de (5.6) :
sin γ(x1 cos θ − x2 sin θ)− τ
= sin γ
(
y1(cos
pi−α
2
cos θ + sin pi−α
2
sin θ) + y2(sin
pi−α
2
cos θ − cos pi−α
2
sin θ)
)
+
τ
sin γ sin δ1
(cos α
2
cos θ − sin α
2
sin θ) sin γ − τ
= sin γ(y1 cos δ1 + y2 sin δ1) .
On a donc
Vγ, θ, τ (x1, x2) = Vγ,−δ1, 0(y1, y2)
puis
Qτ (uappτ ) = 〈(PA,Spi + Vγ,−δ1, 0)uapp, uapp〉L2(Spi)
≤ s(γ,−δ1; pi, 0) +  .
On utilise alors les re´sultats de la proposition 4.3 :
s(γ,−δ1; pi, 0) = s(γ, δ1; pi, 0)
= σ1(arcsin(sin γ sin δ1))
= σ1
(
arcsin(sin γ cos(α
2
+ θ))
)
.
On a donc montre´ en utilisant la de´finition 4.2 :
lim sup
τ→+∞
s(γ, θ;α, τ) ≤ σaux1
(
sin γ cos(α
2
+ θ)
)
. (5.7)
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MINORATION. Nous montrons que les vecteurs propres sont concentre´s pre`s de Υ, et
nous nous ramenons a` des ope´rateurs mode`les. Nous conside´rons les angles (δi)i=1,...,4
de´finis sur la figure 5.2. Nous constatons que δ1 = pi−α2 − θ est le plus petit de ces quatre
angles. Nous re´alisons une partition du secteur pour isoler deux domaines mode`les as-
socie´s a` ces angles δi ainsi que le coin. Soit donc L > 0, et de´coupons Sα en sous-
domaines (voir la figure 5.3) :
Ω1 = {(x1, x2) ∈ Sα, x1 > L, x2 > 0} ,
Ω2 = {(x1, x2) ∈ Sα, x1 > L, x2 < 0} ,
Ω3 = {(x1, x2) ∈ Sα, x1 < L} .
Pour construire les troncatures nous perturbons les sous-domaines Ω1 et Ω2 de 12L tan
α
2
selon l’axe {x2} (voir la figure 5.4). De meˆme nous perturbons Ω3 selon l’axe {x1} de L4 :
Ωpert1 = {(x1, x2) ∈ Sα, x1 > L, x2 > 12L tan α2 } ,
Ωpert2 = {(x1, x2) ∈ Sα, x1 > L, x2 < −12L tan α2 } ,
Ωpert3 = {(x1, x2) ∈ Sα, x1 < 34L} .
Nous de´finissons maintenant les troncatures :
∀i = 1, 2, 3, 0 ≤ χi ≤ 1
χ1 = 1 sur Ω
pert
1 et χ1 = 0 sur Ω
pert
2 ∪ Ωpert3 ,
χ2 = 1 sur Ω
pert
2 et χ2 = 0 sur Ω
pert
1 ∪ Ωpert3 ,
χ3 = 1 sur Ω
pert
3 et χ3 = 0 sur {Ω3 ,
χ21 + χ
2
2 + χ
2
3 = 1 .
O
x1
δ1 δ2
δ3 δ4
x2
Sα
Υ
FIGURE 5.2 – L’intersection de la droite Υ et du bord du secteur. Le plus petit des quatre
angles δi est δ1 = pi−α2 − θ.
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Ω1
Ω2
Ω3
L
FIGURE 5.3 – Le secteur est de´coupe´ en sous-domaines (Ωi).
Ωpert1
Ωpert2
Ωpert3
FIGURE 5.4 – Les sous-domaines perturbe´s.
On remarque que pour i 6= j on a dist(Ωperti ,Ωpertj ) ≥ min
(
L tan α
2
, L
4
)
. On peut donc
construire les χi de manie`re a` avoir
∃C > 0, ∀i = 1, 2, 3, ‖∇χi‖2∞ ≤
C
L2
. (5.8)
Soit  > 0. Nous fixons L suffisamment grand pour avoir
C
L2
<  . (5.9)
Nous avons suppose´ que la droite Υ sort du secteur Sα. L’ope´rateur PA,Sα + Vγ, θ, τ est
donc a` re´solvante compacte d’apre`s la proposition 4.10 et on a bien existence d’une plus
petite valeur propre. Nous notons ici (s(γ, θ;α, τ), uτ ) une premie`re paire propre avec uτ
un vecteur propre normalise´, les parame`tres γ, θ et α e´tant fixe´s.
On commence par regarder ce qu’il se passe sur Ωpert1 . On a supp(χ1uτ ) ⊂ Sα \ (Ωpert2 ∪
Ωpert3 ). On utilise a` nouveau l’affinite´ hτ (voir (5.5)) pour se ramener a` un ope´rateur sur le
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demi-plan Spi : en effet on a (χ1u) ◦ hτ ∈ Dom(PA,Spi + Vγ, δ1 ,0). Comme plus haut, on a
aussi
Qτ (χ1uτ ) = 〈(PA,Spi + Vγ,−δ1 ,0)((χ1uτ ) ◦ hτ ), (χ1uτ ) ◦ hτ 〉L2(Spi)
et donc en utilisant le principe du min-max :
Qτ (χ1uτ ) ≥ s(γ, δ1; pi, 0)‖χ1uτ‖2L2(Sα) . (5.10)
On a aussi
Qτ (χ1uτ ) ≥ s(γ, δ2; pi, 0)‖χ1uτ‖2L2(Sα) .
On prouve de meˆme
Qτ (χ2uτ ) ≥ s(γ, δ3; pi, 0)‖χ2uτ‖2L2(Sα)
et
Qτ (χ2uτ ) ≥ s(γ, δ4; pi, 0)‖χ2uτ‖2L2(Sα) .
Or on a vu que s(γ, δi; pi, 0) = σ1(arcsin(sin γ sin δi)). Comme x 7→ σ1(x) est strictement
croissante sur (0, pi
2
) (voir la proposition 2.6) et δ1 = mini(δi), on a
Qτ (χ2uτ ) ≥ s(γ, δ1; pi, 0)‖χ2uτ‖2L2(Sα) . (5.11)
Montrons maintenant que l’e´nergie du quasi-mode est petite sur Ωpert3 . On commence
par noter que les valeurs propres s(γ, θ;α, τ) sont borne´es quand τ est grand d’apre`s la
construction de quasi-modes : en effet puisque pour x ∈ (0, pi
2
) on a σ1(x) < 1 , on obtient
graˆce a` (5.7) :
∃τ0 > 0, ∀τ > τ0, s(γ, θ;α, τ) < 1 . (5.12)
Pour L fixe´ et τ > τ0 on a donc :∫
Ω3
Vγ, θ, τ |uτ |2 ≤
∫
Sα
Vγ, θ, τ |uτ |2
≤ 〈(PA,Sα + Vγ, θ, τ )uτ , uτ 〉L2(Sα) .
Ainsi en utilisant (5.12) on a pour τ > τ0 :∫
Ω3
Vγ, θ, τ |uτ |2 ≤ 1 . (5.13)
On rappelle que L a e´te´ fixe´. On a
lim
τ→∞
(
inf
Ω3
Vγ, θ, τ
)
= +∞
et donc graˆce a` (5.13) on a :
lim
τ→∞
∫
Ωpert3
|uτ |2 = lim
τ→∞
∫
Ω3
|uτ |2 = 0 . (5.14)
On rappelle la formule IMS (B.6) :
Qτ (χ3u) = s(γ, θ;α, τ)〈χ3uτ , χ3uτ 〉+ ‖|∇χ3|uτ‖2L2(Sα) .
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Puisque supp(χ3) ⊂ Ω3, on utilise (5.8), (5.8), (5.14) et (5.12) :
∃τ1 > τ0,∀τ > τ1 Qτ (χ3u) ≤  et ‖∇χ3uτ‖2L2(Sα) ≤  . (5.15)
On rappelle la formule IMS (B.8) :
Qτ (uτ ) ≥
∑
i
Qτ (χiuτ )−
∑
i
‖|∇χiuτ‖2L2(Sα) . (5.16)
En utilisant (5.9), (5.10), (5.11), (5.14) et (5.15), cette formule IMS fournit
∀τ > τ1, Qτ (uτ ) ≥ s(γ, δ1; pi, 0)− 3 .
On a donc montre´
lim inf
τ→+∞
s(γ, θ;α, τ) ≥ s(γ, δ1; pi, 0) .
En utilisant δ1 = pi−α2 − θ et la proposition 4.3 on de´duit la minoration
lim inf
τ→+∞
s(γ, θ;α, τ) ≥ σ1
(
arcsin(sin γ cos(α
2
+ θ))
)
,
soit en utilisant la notation introduite dans la de´finition 4.2 :
lim inf
τ→+∞
s(γ, θ;α, τ) ≥ σaux1
(
sin γ cos(α
2
+ θ)
)
,
ce qui termine la preuve. 
Ainsi nous avons montre´
s∞(γ, θ;α) = σaux1
(
sin γ cos(α
2
+ θ)
)
.
D’apre`s (3.18), nous avons s(γ, θ;α) ≤ s∞(γ, θ;α). Nous rappelons que nous voulons
savoir si l’ine´galite´ est stricte, autrement dit nous cherchons a` savoir si l’infimum sur τ
des s(γ, θ;α, τ) est atteint. Nous allons pour cela chercher dans le chapitre suivant un
τ∗ fixe´ et un quasi-mode normalise´ uτ∗ dont l’e´nergie Qτ∗(uτ∗) est strictement infe´rieure
a` la quantite´ σaux1
(
sin γ cos(α
2
+ θ)
)
. Dans cette optique nous donnons une minoration
e´le´mentaire de la valeur limite s∞(B;α). On introduit une fonction analytique :
De´finition 5.5. Soit la fonction
mana(B;α) :=
√
(1−Θ20)
(
b22 cos
2
α
2
− b1b2 sinα + b21 sin2
α
2
)
+ Θ20 , (5.17)
ou encore en coordonne´es sphe´riques :
mana(γ, θ;α) :=
√
(1−Θ20) sin2 γ cos2(α2 + θ) + Θ20 . (5.18)
On de´duit de la proposition 2.11 et du the´ore`me 5.4 :
Corollaire 5.6. Soit B un champ magne´tique de coordonne´es sphe´riques (γ, θ) avec γ >
0. Nous supposons que nous sommes dans le cadre de la droite sortante, c’est-a`-dire
θ ∈ [0, pi−α
2
). Alors on a
mana(B;α) ≤ s∞(B;α) ,
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Le the´ore`me 5.4 est illustre´ sur la figure 5.5. Nous avons pris un champ magne´tique
B de coordonne´es polaires (γ, θ) = (pi
2
, pi
4
) de sorte que l’ope´rateur PA,Sα +VB, τ est re´el.
Nous avons pris un secteur d’ouverture α = pi
10
: la droite Υ est sortante. On constate que
les valeurs calcule´es s˘(pi
2
, pi
4
, pi
10
, τ) convergent bien vers σaux1
(
sin γ cos(α
2
+ θ)
)
quand τ
tend vers +∞. Sur la figure 5.6 nous trac¸ons les vecteurs propres associe´s a` s˘(pi
2
, pi
4
, pi
10
, τ).
On constate qu’ils se concentrent le long de la droite Υ. De plus quand τ devient grand,
le vecteur propre se concentre sur le bord supe´rieur du die`dre, la` ou` l’angle δi que fait la
droite avec un des bords du secteur est le plus petit (voir la figure 5.2).
0 2 4 6 8 10 12 14
0.6
0.7
0.8
0.9
1
1.1
τ
 
 
s(γ,θ,α,τ)
σaux(sin γ.cos(α/2+θ))
Θ0
FIGURE 5.5 – Valeur des parame`tres : γ = pi
2
, θ = pi
4
et α = pi
10
. s˘(γ, θ, α, τ) selon τ pour
τ = k
10
, 0 ≤ k ≤ 30 puis τ = k
2
, 7 ≤ k ≤ 28 compare´ a` σaux1
(
sin γ cos(α
2
+ θ)
)
et Θ0.
Domaine de calcul : Los(20, 35, pi
10
). Degre´ : Q8.
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τ = 0
τ = 5
τ = 10
τ = 15
FIGURE 5.6 – Valeur des parame`tres : γ = pi
2
, θ = pi
4
et α = pi
10
. Les vecteurs propres
associe´s s˘(γ, θ, α, τ) pour τ = 5k, 0 ≤ k ≤ 3. Domaine de calcul : Los(20, 35, pi
10
).
Degre´ : Q8.
5.2. CALCUL DES LIMITES 187
5.2.2 Condition de la droite entrante
The´ore`me 5.7. Nous supposons que le champ magne´tique ve´rifie la condition de la droite
entrante, c’est-a`-dire pi−α
2
< θ ≤ pi
2
. On a alors pour tout γ ∈ (0, pi
2
] :
lim
τ→+∞
s(γ, θ;α, τ) = σaux1
(
sin γ cos(α
2
− θ)) (5.19)
et
lim
τ→−∞
s(γ, θ;α, τ) = σaux1
(
sin γ cos(α
2
+ θ)
)
, (5.20)
avec σaux1 (x) = σ1(arcsinx).
Preuve : La preuve est similaire a` celle qui permet d’obtenir (5.4). Quand τ tend
vers +∞ (respectivement τ tend verd −∞), la majoration par σaux1
(
sin γ cos(α
2
− θ))
(respectivement σaux1
(
sin γ cos(α
2
− θ))) se fait de la meˆme manie`re par construction de
quasi-mode. On remarque alors que (5.12) reste valable. Nous avons montre´ a` la proposi-
tion 4.14 que s ess(γ, θ; τ, α) = 1, le bas du spectre de PA,Sα + Vγ, θ, τ est donc une valeur
propre de multiplicite´ finie, et nous avons l’existence d’un vecteur propre associe´. Les es-
timations qui conduisent alors a` la minoration sont les meˆmes que dans le cas de la droite
sortante. 
On constate que si θ ∈ (pi−α
2
, pi
2
), on a
min(cos(α
2
− θ), cos(α
2
+ θ)) = cos(α
2
+ θ) .
Ainsi en utilisant encore la stricte croissance de la fonction σ1 sur (0, pi2 ), on obtient
∀θ ∈ (pi−α
2
, pi
2
), lim
τ→−∞
s(γ, θ;α, τ) < lim
τ→+∞
s(γ, θ;α, τ) .
On a donc montre´ quand θ ∈ (pi−α
2
, pi
2
] :
s∞(γ, θ;α) = σaux1
(
sin γ cos(α
2
+ θ)
)
.
Corollaire 5.8. Nous supposons que nous sommes dans le cas de la droite entrante. Alors
la minoration du corollaire 5.6 reste vraie.
Lorsque la droite est entrante, on a vu que l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ a du spectre
essentiel. Le calcul des limites pour |τ | grand nous permet de trouver du spectre discret
sous le spectre essentiel :
Proposition 5.9. Soit γ ∈ (0, pi
2
]. Nous supposons que le champ magne´tique ve´rifie la
condition de la droite entrante, c’est-a`-dire θ ∈ (pi−α
2
, pi
2
]. Alors pour |τ | assez grand, la
valeur s(γ, θ;α, τ) correspond a` une valeur propre de multiplicite´ finie pour l’ope´rateur
sur le secteur PA,Sα + VB, τ .
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Preuve : D’apre`s la proposition 4.14, on a s ess(γ, θ;α, τ) = 1. Puisque
∀x ∈ [0, 1), σaux1 (x) < 1 ,
on a existence de spectre discret pour l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ de`s que |τ | est suffisam-
ment grand d’apre`s le the´ore`me 5.7. 
On de´duit du the´ore`me 5.7, de la proposition 2.3 et de la proposition 4.14 :
Corollaire 5.10. Soit γ ∈ (0, pi
2
] et θ ∈ (pi−α
2
, pi
2
]. Alors on a une majoration pour le bas
du spectre de l’ope´rateur sur le die`dre :
s(γ, θ;α) < 1 .
De plus si l’infimum sur τ ∈ R des s(γ, θ;α, τ) est atteint en un τ∗ ∈ R, alors il s’agit
d’une valeur propre de multiplicite´ finie pour l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ∗ .
On note qu’a` ce stade, on ne sait pas si l’infimum sur τ est atteint.
Remarque 5.11. Pour une valeur propre de l’ope´rateur PA,Sα+VB, τ situe´e sous le spectre
essentiel, le corollaire 4.11 s’applique encore : si la valeur propre s(γ, θ;α, τ) est simple,
la formule de Feynman-Hellmann permet de calculer sa de´rive´e par rapport au parame`tre
de Fourier.
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Sur la figure 5.7 on trace les valeurs de s˘(B;α, τ) calcule´es par e´le´ments finis pour
un secteur d’angle α = 4pi
5
et un champ de coordonne´es sphe´riques γ = pi
2
et θ = pi
4
.
On ve´rifie que les limites quand τ tend vers +∞ et −∞ sont bien celles pre´vues par le
the´ore`me 5.7.
−3 −2 −1 0 1 2 3 4
0.84
0.86
0.88
0.9
0.92
0.94
0.96
0.98
1
τ
 
 
s(γ,θ,α,τ)
σaux(sinγ.cos(θ+α/2))
σaux(sinγ.cos(θ−α/2))
FIGURE 5.7 – Valeur des parame`tres : γ = pi
2
, θ = pi
4
et α = 4pi
5
. s˘(γ, θ;α, τ) selon τ pour
τ = k
10
, −20 ≤ k ≤ 30 compare´ a` σaux1
(
sin γ cos(θ + α
2
)
)
et σaux1
(
sin γ cos(θ − α
2
)
)
.
Domaine de calcul : Los(20, 20, 4pi
5
). Degre´ : Q8.
Sur la figure 5.8 on trace les vecteurs propres associe´s a` s˘(pi
2
, pi
4
; 4pi
5
, τ). On constate qu’ils
se concentrent le long de la droite Υ. De plus lorsque τ > 0, les vecteurs propres
semblent eˆtre moins concentre´s. Nous donnons un e´le´ment heuristique pour comprendre
ce phe´nome`ne : quand τ > 0, l’angle entre Υ et le bord du secteur est plus grand, et nous
avons vu au chapitre 2 que plus θ est proche de pi
2
, plus les vecteurs propres de l’ope´rateur
Lθ s’e´talent le long de la droite d’annulation du potentiel (voir les figures 2.5 et 2.6).
Or ce sont ces vecteurs propres qui nous ont servi pour construire des quasi-modes pour
l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ quand le parame`tre τ est grand.
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τ = −3 τ = −2 τ = −1 τ = 0
τ = 1 τ = 2 τ = 3 τ = 4
FIGURE 5.8 – Valeur des parame`tres : γ = pi
2
, θ = pi
4
et α = 4pi
5
. Les vecteurs propres
associe´s s˘(γ, θ;α, τ) pour τ = k, −3 ≤ k ≤ 4. Domaine de calcul : Los(20, 20, 4pi
5
).
Degre´ : Q8.
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5.2.3 Condition de la droite tangente
Pour comple´ter notre e´tude nous de´crivons la limite du bas du spectre de PA,Sα+Vγ, θ, τ
lorsque le champ magne´tique ve´rifie la condition de la droite tangente :
Proposition 5.12. Soit α ∈ (0, pi). On a
∀γ ∈ (0, pi
2
], lim
τ→−∞
s(γ, pi−α
2
;α, τ) = +∞ . (5.21)
Preuve : Il suffit de constater sur la figure 3.5 que pour τ < 0 on a
∀(x1, x2) ∈ Sα, Vγ, θ, τ (x1, x2) ≥ τ 2 .
Les arguments sont alors les meˆmes que pour la preuve de la proposition 5.2. 
On a :
The´ore`me 5.13. Soit α ∈ (0, pi). On a
∀γ ∈ (0, pi
2
], lim
τ→+∞
s(γ, pi−α
2
;α, τ) = σaux1 (sin γ sinα) . (5.22)
Preuve : La preuve est similaire a` celle du the´ore`me 5.4. Quand τ > 0, l’intersection
de la droite Υ avec le bord infe´rieur du secteur fait l’angle α. La construction de quasi-
mode fournit encore :
∀ > 0, ∃τ0 > 0, ∀τ > τ0, s(γ, pi−α2 ;α, τ) ≤ σ1 (arcsin(sin γ sinα)) +  .
Or on a prouve´ limτ→+∞ s ess(γ, θ;
pi−α
2
, τ) = 1 (voir la proposition 4.17). Ainsi il existe
d ∈ (0, 1) et τ1 > τ0 tels que
∀τ > τ1, s(γ, pi−α2 ;α, τ) < d < s ess(γ, pi−α2 ;α, τ) .
Ceci garantit l’existence d’un vecteur propre associe´ a` s(γ, pi−α
2
;α, τ) pour τ suffisam-
ment grand. On conclut comme dans la preuve du the´ore`me 5.4. 
On a donc montre´
s∞(γ, pi−α
2
;α) = σaux1 (sin γ sinα) .
On de´duit de la proposition 2.11 une minoration de cette valeur limite :
Corollaire 5.14. Nous supposons que nous sommes dans le cas de la droite tangente.
Alors on a
∀γ ∈ (0, pi
2
], Θ0 <
√
(1−Θ20) sin2 γ sin2 α + Θ20 ≤ s∞(γ, pi−α2 ;α) .
En combinant le the´ore`me 5.13 et la proposition 4.17 on montre que pour certaines
valeurs de τ , s(B;α, τ) correspond a` du spectre discret pour l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ :
Corollaire 5.15. Soit α ∈ (0, pi) diffe´rent de pi
2
. On a
∀γ ∈ (0, pi
2
],∃τ0 ∈ R,∀τ ≥ τ0, s(γ, pi−α2 ;α, τ) < s ess(γ, pi−α2 ;α, τ) . (5.23)
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Pour le cas de la droite tangente, on montre que l’infimum sur τ est atteint :
The´ore`me 5.16. On suppose que le champ magne´tique ve´rifie la condition de la droite
tangente, c’est-a`-dire θ = pi−α
2
. Alors pour tout γ ∈ (0, pi
2
], l’infimum sur τ ∈ R des
s(γ, pi−α
2
;α, τ) est atteint en un τ∗ ∈ R, et on a
∀α ∈ (0, pi), s(γ, pi−α
2
;α) = s(γ, pi−α
2
;α, τ∗) .
Preuve : On a d’apre`s le corollaire 4.18 :
s(γ, pi−α
2
;α, ξ0 sin γ) ≤ s ess(γ, pi−α2 ;α, ξ0 sin γ) = Θ0 .
On de´duit donc du corollaire 5.14 :
inf
τ∈R
s(γ, pi−α
2
;α, τ) < s∞(γ, pi−α
2
;α) .
Comme la fonction τ 7→ s(γ, pi−α
2
;α, τ) est continue surR, la borne infe´rieure est atteinte,
et la proposition re´sulte de la relation (3.18). 
Remarque 5.17. Bien que cet infimum soit atteint en un certain τ∗, nous ne savons pas
si la quantite´ s(γ, θ;α, τ∗) correspond a` du spectre discret pour l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ∗
(alors que c’est le cas pour une droite entrante, voir le corollaire 5.10). On a vu au
the´ore`me 4.21 que pour γ = pi
2
et α ≥ pi
2
, l’infimum est atteint pour τ∗ = ξ0 sin γ et vaut
Θ0, mais que cette valeur correspond a` du spectre essentiel pour l’ope´rateur PA,Sα+VB, τ∗ .
Remarquons que le spectre essentiel s ess(γ,
pi−α
2
;α, τ) est connu et minore´ par Θ0. On
montrera dans la suite que pour α petit, la quantite´ s(γ, θ;α, τ) correspond a` du spectre
discret pour l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ∗ .
5.2.4 Synthe`se des re´sultats
Nous rappelons que nous supposons γ ∈ (0, pi
2
]. Remarquons que dans les trois confi-
gurations possibles pour la droite Υ, les limites quand |τ | est grand de s(γ, θ;α, τ) sont
supe´rieures a` Θ0. On de´duit directement de la proposition 3.36 le re´sultat suivant :
Corollaire 5.18. Supposons que α est fixe´ et ve´rifie µ(α) < Θ0. Alors il existe une
constante γ0 > 0 telle que pour tout γ ∈ [0, γ0) et pour tout θ ∈ [0, pi2 ] on a
s(γ, θ;α) < s∞(γ, θ;α) .
Autrement dit, si µ(α) < Θ0 et si le champ magne´tique B est suffisamment proche
du champ magne´tique tangent a` l’areˆte (0, 0, 1), l’infimum sur τ ∈ R des s(γ, θ;α, τ) est
atteint. Dans la pratique, nous n’avons pas d’estimation sur la constante Cα qui intervient
dans la proposition 3.36, et nous ne pouvons donc pas quantifier γ0.
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Nous pre´sentons dans la table 5.1 les diffe´rentes limites de la fonction s(γ, θ;α, τ)
quand τ tend vers ±∞ selon les valeurs des parame`tres (γ, θ) et α. On a de´montre´ pour
γ > 0 :
s∞(B;α) = σaux1 (sin γ cos(
α
2
+ θ)) dans le cas d’un champ non tangent
et
s∞(B;α) = σaux1 (sin γ sinα) dans le cas d’un champ tangent
ou` s∞ a e´te´ de´fini en (5.1). On constate que ces limites ve´rifient pour γ > 0 la minoration
suivante :
mana(B;α) ≤ s∞(B;α) (5.24)
ou` mana est donne´e en (5.17). Ces minorations sont bien suˆr encore ve´rifie´e pour γ = 0.
Coordonne´es
sphe´riques de B
Nature de
la Droite Υ
lim
τ→−∞s(γ, θ;α, τ) limτ→+∞s(γ, θ;α, τ) s ess(γ, θ;α, τ)
γ = 0 Non
de´finie
+∞ +∞ Θ0 + τ2
θ ∈ [0, pi−α2 ) Sortante +∞ σaux1
(
sin γ cos(α2 +θ)
) ∅
θ ∈ (pi−α2 , pi2 ] Entrante σaux1
(
sin γ cos(α2 +θ)
)
σaux1
(
sin γ cos(α2−θ)
)
1
θ = pi−α2 Tangente +∞ σaux1 (sin γ sinα) s(γ, 0;pi, τ)
TABLE 5.1 – Les limites quand |τ | tend vers l’infini du spectre de l’ope´rateur PA,Sα+VB, τ
sur le secteur Sα. On rappelle aussi la valeur de s ess(γ, θ;α, τ) calcule´e dans le chapitre
4.
Nous avons donc montre´ que la fonction τ 7→ s(B;α, τ) admet des limites quand le
parame`tre τ tend vers −∞ et +∞. Ces limites sont soit +∞, soit un σ1(β) ou` l’angle
β de´pend de B et de α. Cette e´tude prouve l’existence de spectre discret sous le spectre
essentiel pour |τ | suffisamment grand dans les cas d’une droite entrante et tangente. Elle
prouve aussi une estimation pour le bas du spectre de l’ope´rateur sur le die`dre de la forme
“s(B;α) ≤ σ1(β)”.
5.3 Un cas syme´trique : observation nume´rique d’un ef-
fet tunnel
Nous nous inte´ressons au cas particulier B = (0, 1, 0), c’est-a`-dire γ = pi
2
et θ = 0.
Le potentiel plan associe´ est B = (0, 1) et la droite Υ d’annulation du potentiel VB, τ a
pour e´quation x1 = τ : elle est toujours sortante. L’ope´rateur que nous e´tudions est alors
la re´alisation de Neumann de
PA,Sα + VB, τ = −∆ + (x1 − τ)2 .
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FIGURE 5.9 – Valeur des parame`tres : γ = pi
2
, θ = 0 et α = pi
2
. s˘(γ, θ;α, τ) et s˘2(γ, θ;α, τ)
selon τ pour τ = k
10
, 0 ≤ k ≤ 30 puis pour τ = k
2
, 7 ≤ k ≤ 20 compare´ a` σ1(pi−α2 ) et Θ0.
Domaine de calcul : Los(50, 20, 0.5). Degre´ : Q8.
Il s’agit d’un ope´rateur re´el sans champ magne´tique dont le potentiel e´lectrique s’annule le
long de la droite Υ. Nous nous inte´ressons dans cette section aux deux premie`res valeurs
propres de cet ope´rateur et aux vecteurs propres associe´s pour diffe´rentes valeurs de τ .
Pour le champ B fixe´ de coordonne´es sphe´riques (γ, θ) = (pi
2
, 0), on a en utilisant la
de´finition de σaux1 (voir (4.2)) et la syme´trie de la fonction σ1 par rapport a`
pi
2
:
σaux1 (sin γ cos(
α
2
+ θ)) = σaux1 (cos
α
2
) = σaux1 (sin(
α
2
+ pi
2
)) = σ1(
pi−α
2
) . (5.25)
La figure 5.2 adapte´e a` ce cas particulier permet de constater que la droite Υ fait le meˆme
angle pi−α
2
avec le bord supe´rieur et le bord infe´rieur du die`dre. De plus en utilisant la
syme´trie du proble`me, on s’attend selon les raisonnements du chapitre 1 a` ce que le vec-
teur propre associe´ a` s(B;α, τ) soit syme´trique par rapport a` la droite {x2 = 0}. On
s’attend finalement a` ce que ces vecteurs propres soient concentre´s le long de la droite Υ
d’apre`s la proposition 4.23.
Notons s2(γ, θ;α, τ) la deuxie`me valeur propre de l’ope´rateur PA,Sα+VB, τ et s˘2(γ, θ;α, τ)
une approximation nume´rique de cette quantite´. Nous prenons pour les calculs α = pi
2
. Sur
la figure 5.9 on a trace´ s˘(γ, θ;α, τ) et s˘2(γ, θ;α, τ) pour diffe´rentes valeurs de τ . Lorsque
τ tend vers +∞, on sait d’apre`s le the´ore`me 5.4 et (5.25) que la fonction s(B;α, τ) tend
pour τ grand vers σ1(pi−α2 ), ici e´gal a` σ1(
pi
4
). On constate que la quantite´ s˘(γ, θ;α, τ)
converge vers cette valeur limite. Il semble que s˘2(γ, θ;α, τ) tend aussi vers σ1(
pi
4
) par
valeurs supe´rieures. Nous montrons la convergence dans la proposition suivante :
Proposition 5.19. Soit α ∈ (0, pi). On suppose que le champ magne´tique B a pour co-
ordonne´es polaires (γ, θ) = (pi
2
, 0) et on note s2(γ, θ, α, τ) la deuxie`me valeur propre de
l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ . Alors on a
lim
τ→+∞
s2(γ, θ, α, τ) = σ1(
pi−α
2
) . (5.26)
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Preuve : Nous rappelons (cf (5.25)) que pour ce choix de parame`tres on a
σaux1 (sin γ cos(
α
2
+ θ)) = σ1(
pi−α
2
) .
Soit  > 0. Pour τ assez grand nous avons construit dans la preuve du the´ore`me 5.4 le
quasi-mode normalise´ uappτ ∈ C∞0 (Sα) qui ve´rifie
Qτ (uappτ ) ≤ σ1(pi−α2 ) +  (5.27)
avec ici
Qτ : u 7−→
∫
Sα
|∇u|2 + (x1 − τ)2|u|2 dx1 dx2 .
De plus pour τ suffisamment grand, uappτ a son support inclus dans le demi-plan {x2 > 0}
(voir la figure 5.1). Soit vappτ la fonction obtenue a` partir de ce quasi-mode par syme´trisation
selon l’axe {x2 = 0} :
vappτ (x1, x2) := u
app
τ (x1,−x2) .
On a clairement vappτ ∈ C∞0 (Sα). De plus pour τ suffisamment grand on a
supp(vappτ ) ⊂ {x2 < 0} .
Ainsi on a
〈uappτ , vappτ 〉L2(Sα) = 0 . (5.28)
On note en re´alisant le changement de variables X2 = −x2 que vappτ a la meˆme e´nergie
que uappτ au sens suivant :
Qτ (uappτ ) = Qτ (vappτ ) . (5.29)
On combine (5.27) et (5.28) et on utilise le principe du min-max :
s2(γ, θ;α, τ) ≤ σ1(pi−α2 ) +  .
La minoration de´coule directement du the´ore`me 5.4 
Sur les figures 5.10 et 5.12 nous trac¸ons les vecteurs propres associe´s a` s˘(γ, θ;α, τ)
pour diffe´rentes valeurs de τ . On constate que les vecteurs propres sont pairs par rapport a`
l’axe {x2 = 0}. Ils sont concentre´s le long de la droite Υ comme le pre´voit la proposition
4.23. Pour τ suffisamment grand, les vecteurs propres sont localise´s sur deux supports
syme´triques (chacun situe´ pre`s d’une des deux intersections de Υ et de ∂Sα).
Sur les figures 5.11 et 5.13 nous trac¸ons les vecteurs propres associe´s a` s˘2(γ, θ;α, τ). Ils
pre´sentent les meˆmes proprie´te´s que les vecteurs propres associe´s a` la premie`re valeur
propre, a` la diffe´rence qu’ils sont impairs par rapport a` l’axe {x2 = 0}.
D’apre`s ces remarques, on s’attend a` une situation d’effet tunnel. On observe sur la table
5.2 que pour τ grand, les deux premie`res valeurs propres sont exponentiellement proches
et se regroupent autour de la valeur limite σ1(pi4 ) calcule´e dans [BNDPR12]. En notant
m(τ) :=
s(pi
2
, 0; pi
2
, τ) + s2(
pi
2
, 0; pi
2
, τ)
2
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τ = 1 τ = 5 τ = 10
FIGURE 5.10 – Valeur des parame`tres : γ = pi
2
, θ = 0 et α = pi
2
. Le vecteur propre associe´
a` s˘(γ, θ;α, τ) et le logarithme de son module pour τ = 1, 5, 10. Logarithme du module
seuille´ pour des valeurs infe´rieures a` −7. Domaine de calcul : Los(50, 20, pi
2
). Degre´ : Q8.
la moyenne des deux premie`res valeurs propres, on constate que la convergence de m(τ)
vers σ1(pi4 ) quand τ tend vers +∞ a lieu plus rapidement que la convergence des deux
premie`res valeurs propres. On note aussi que les valeurs calcule´es pourm(τ) sont infe´rieu-
res a` σ1(pi4 ) de`s que τ est assez grand.
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τ = 1 τ = 5 τ = 10
FIGURE 5.11 – Valeur des parame`tres : γ = pi
2
, θ = 0 et α = pi
2
. Le vecteur propre associe´
a` s˘2(γ, θ;α, τ) et le logarithme de son module pour τ = 1, 5, 10. Logarithme du module
seuille´ pour des valeurs infe´rieures a` −7. Domaine de calcul : Los(50, 20, pi
2
). Degre´ : Q8.
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τ = 15 τ = 30
FIGURE 5.12 – Valeur des parame`tres : γ = pi
2
, θ = 0 et α = pi
2
. Le vecteur propre associe´
a` s˘(γ, θ;α, τ) et le logarithme de son module pour τ = 15, 30. Logarithme du module
seuille´ pour des valeurs infe´rieures a` −7. Domaine de calcul : Los(50, 20, pi
2
). Degre´ : Q8.
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τ = 15 τ = 30
FIGURE 5.13 – Valeur des parame`tres : γ = pi
2
, θ = 0 et α = pi
2
. Le vecteur propre associe´
a` s˘2(γ, θ;α, τ) et le logarithme de son module pour τ = 15, 30. Logarithme du module
seuille´ pour des valeurs infe´rieures a` −7. Domaine de calcul : Los(50, 20, pi
2
). Degre´ : Q8.
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τ s(pi2 , 0;
pi
2 , τ) s2(
pi
2 , 0;
pi
2 , τ) m(τ)
0 1.805492194409 5.043143855614 3.424318025011
1 0.849982195033 2.715133042156 1.782557618595
5 0.938521067501 1.014393747065 0.976457407283
10 0.956917669451 0.964312234789 0.960614952120
15 0.959663157940 0.960641327925 0.960152242932
30 0.960136344347 0.960138790751 0.960137567549
50 0.960137566439 0.960137567251 0.960137566845
TABLE 5.2 – Les deux premie`res valeurs propres de PA,Sα + (x1 − τ)2 calcule´es pour
α = pi
2
et A = 0 ainsi que leur moyenne m(τ). Ces quantite´s tendent vers σ1(pi4 ) =
0.960137566845 quand τ tend vers +∞.
Troisie`me partie
Etude asymptotique pour un die`dre de
petite ouverture
Nous rappelons que nous notonsB = (b1, b2, b3) le champ magne´tique en coordonne´es
carte´siennes avec bi ≥ 0. Nous nous inte´ressons dans cette partie au comportement du
bas du spectre de l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ quand l’angle d’ouverture α du die`dre est
petit. Nous allons discriminer notre e´tude a` l’aide d’une condition ge´ome´trique. Le plan
P ⊂ R3 d’e´quation x2 = 0 est appele´ le plan bissecteur du die`dre. Le champ magne´tique
B est contenu dans P si et seulement si b2 = 0. On rappelle que la droite Υ est la droite
d’e´quation VB, τ = 0.
Pour b2 > 0 fixe´, la droite Υ ve´rifie la condition de la droite sortante de`s que α est
assez petit (voir la de´finition 3.15). L’ope´rateur est alors a` re´solvante compacte. Si τ > 0,
on a vu que l’intersection Sα ∩ Υ est un intervalle borne´ quand la droite est sortante. On
a alors ⋂
α>0
(Sα ∩Υ) = {x}
ou` x est le point de coordonne´es ( τ
b2
, 0). On s’attend a` pouvoir construire des quasi-modes
pour l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ a` partir d’un ope´rateur de Schro¨dinger unidimensionnel
de´fini sur R+ dont le potentiel s’annule en τb2 . Ce raisonnement est formalise´ dans le
chapitre 6.
Dans le cas ou`B ∈ P , c’est-a`-dire lorsque b2 = 0, la situation est diffe´rente : si τ 6= 0,
on a
⋂
α>0 (Sα ∩Υ) = ∅ tandis que pour τ = 0, on a
⋂
α>0 (Sα ∩Υ) = {x2 = 0, x1 >
0} : il s’agit de la bissectrice du secteur Sα. On s’attend a` ce que les vecteurs propres de
l’ope´rateur PA,Sα + VB, 0 “s’e´talent” le long de la bissectrice du secteur Sα quand α tend
vers 0. Nous e´tudions ce phe´nome`ne dans le chapitre 7.
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Chapitre 6
Le cas du champ non bissecteur
Nous supposons dans ce chapitre que la deuxie`me composante du champ magne´tique
B est non nulle :
Dans tout ce chapitre, on suppose 0 < b2 ≤ 1.
Si nous notons (γ, θ) les coordonne´es sphe´riques du champ magne´tique, on a alors γ ∈
(0, pi
2
] et θ ∈ [0, pi
2
). Pour θ < pi−α
2
, la droite Υ est sortante (voir la de´finition 3.15).
L’ope´rateur PA,Sα +VB, τ est donc a` re´solvante compacte de`s que α est assez petit d’apre`s
le proposition 4.10. Son spectre est alors constitue´ d’une suite de valeurs propres qui tend
vers l’infini. Nous rappelons que nous avons note´ s(B;α) = λ(B;Dα) le bas du spectre
de l’ope´rateur de Schro¨dinger magne´tique sur le die`dre et s(B;α, τ) le bas du spectre de
l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ sur le secteur.
La section 6.1 reprend un changement de variable issu de [Bon05] qui permet d’e´tudier
la de´pendance de l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ par rapport a` α. Nous introduisons dans la
section 6.2 la famille a` un parame`tre lτ d’ope´rateurs unidimensionnels sur la demi-droite.
Nous nous servons des re´sultats obtenus pour construire dans la section 6.3 des quasi-
modes pour l’ope´rateur sur le secteur PA,Sα+VB, τ . Ces quasi-modes permettent d’obtenir
une majoration pour la quantite´ s(B;α, τ). Nous en de´duisons une majoration pour la
limite des s(B;α) quand α est petit. Dans la section 6.4, des simulations nume´riques
appuient les re´sultats obtenus pour α petit et illustrent le comportement des fonctions
α 7→ s(B;α) sur tout l’intervalle (0, pi).
6.1 Changement de coordonne´es
Nous travaillons avec le potentiel magne´tique plan syme´trique
AS(x1, x2) =
(
−x2
2
b3,
x1
2
b3
)
qui est bien dans A (b3). Nous rappelons que l’ope´rateur s’e´crit
PAS,Sα + VB, τ =
(
Dx1 +
x2
2
b3
)2
+
(
Dx2 −
x1
2
b3
)2
+ (x1b2 − x2b1 − τ)2
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avec une condition de Neumann magne´tique au bord :
n · (−i∇−AS)u|∂Sα = 0
ou` n est la normale sortante au bord du secteur ∂Sα. Nous rappelons aussi que la forme
quadratique associe´e a` PAS,Sα + VB, τ est de´finie sur H
1
AS, VB, τ
(Sα) par
Qτ (u) :=
∫
Sα
|∇ASu|2 + VB, τ |u|2 dx1 dx2 .
Nous allons travailler en utilisant les coordonne´es polaires. On note dans la suite (x1, x2) =
(r cosφ, r sinφ) avec (r, φ) ∈ (0,+∞) × (−α
2
, α
2
). Comme dans [Bon03a, section 5.2],
nous changeons de potentiel magne´tique plan a` l’aide de la jauge de´finie en coordonne´es
polaires par ϕ(r, φ) = r
2
2
φ. Nous re´alisons finalement une mise a` l’e´chelle pour faire
apparaıˆtre la de´pendance en α dans l’ope´rateur en posant η = φ
α
. Nous notons
ψ : (x1, x2) 7→ (r, η)
ce changement de variables. On a ψ(Sα) = Ω0 avec
Ω0 := (0,+∞)× (−12 , 12) .
Nous notons dans la suite L2r(Ω0) := L
2(Ω0, r dr dη) l’espace des fonctions de carre´
inte´grable sur Ω0 pour la mesure a` poids r dr dη. On a
u ∈ L2r(Ω0) ⇐⇒ u ◦ ψ ∈ L2(Sα)
et
‖u‖L2r(Ω0) =
1
α
‖u ◦ ψ‖L2(Sα) .
En re´alisant le changement de coordonne´es induit par ψ dans la forme quadratiqueQτ , on
obtient (cf [Bon05, section 3]) que la forme quadratique est unitairement e´quivalente a` la
forme
QpolB, τ (u) :=
∫
Ω0
(
|(∂r − iαrηb3)u|2 + 1
α2r2
|∂ηu|2 + V polB, τ |u|2
)
r dr dη (6.1)
ou` le potentiel dans les nouvelles coordonne´es s’e´crit
V polB, τ (r, η) :=
(
r cos(ηα)b2 − r sin(ηα)b1 − τ
)2
. (6.2)
Le domaine de forme associe´ est
Dom(QpolB, τ ) ={
u ∈ L2r(Ω0), (∂r − iαrηb3)u ∈ L2r(Ω0),
1
r
∂ηu ∈ L2r(Ω0),
√
V polB, τ u ∈ L2r(Ω0)
}
.
(6.3)
Nous faisons alors le raisonnement heuristique suivant : quand α tend vers 0, le terme
1
α2r2
|∂ηu|2 dans (6.1) tend vers l’infini sauf si 1r∂ηu est petit. Pour chercher la plus petite
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valeur propre de l’ope´rateur associe´ a` la forme quadratique QpolB, τ , nous cherchons a` mi-
nimiser le terme 1
α2r2
|∂ηu|2. Nous restreignons la forme quadratique aux fonctions qui ne
de´pendent pas de la variable η ∈ (−1
2
, 1
2
). Pour une telle fonction u, on a formellement :
QpolB,τ (u) =
∫ ∞
0
(|∂ru|2 + (rb2 − τ)2|u|2) r dr +O(α) .
Nous voyons apparaıˆtre la forme quadratique d’un ope´rateur unidimensionnel (qui de´pend
de τ ) dans un espace a` poids : nous de´finissons la forme quadratique
u 7−→
∫ ∞
0
(|u′|2 + (rb2 − τ)2|u|2) r dr
sur le domaine de forme
B1r (R+) := {u ∈ L2r(R+), u′ ∈ L2r(R+), ru ∈ L2r(R+)} . (6.4)
Le changement de variable x = b1/22 r montre que cette forme est unitairement e´quivalente
a` la forme
u 7−→ b2
∫ ∞
0
(|∂xu|2 + (x− τ˜)2|u|2)x dx
avec τ˜ = τ
b
1/2
2
. Nous allons e´tudier l’ope´rateur unidimensionnel associe´ a` cette forme. Ses
e´le´ments propres nous serviront pour construire des quasi-modes pour la forme quadra-
tique QpolB,τ .
6.2 Etude d’un ope´rateur unidimensionnel
Comme plus haut nous notons classiquement L2r(R+) l’espace des fonctions de carre´
inte´grable sur R+ pour le poids r dr. Pour u ∈ L2r(R+) et v ∈ L2r(R+), nous de´finissons
le produit scalaire
〈u, v〉L2r :=
∫
R+
u(r)v(r)r dr
qui fait de L2r(R+) un espace de Hilbert. Nous regardons la forme quadratique
qτ (u) =
∫
R+
(|u′(r)|2 + (r − τ)2|u(r)|2) r dr (6.5)
de´finie sur le domaine B1r (R+) de´crit en (6.4).
Proposition 6.1. L’extension de Friedrichs de qτ est
lτ := −∂2r −
1
r
∂r + (r − τ)2 (6.6)
de´finie sur le domaine
Dom(lτ ) = {u ∈ L2r(R+), u′′ ∈ L2r(R+), 1√ru′ ∈ L2r(R+), r2u ∈ L2r(R+), ru′(r)|r=0 = 0} .
(6.7)
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Preuve : On re´alise le changement de variable t = r
2
2
. La proposition est alors une
conse´quence des re´sultats de [BC72] (voir aussi [Bon05, sous-section 4.2]). 
Remarque 6.2. En notant x = (x1, x2) les coordonne´es carte´siennes de R2, on constate
que le spectre de l’ope´rateur lτ se de´duit de celui de l’ope´rateur
−∆ + (|x| − τ)2
restreint aux fonctions radiales de R2. Le potentiel x 7→ (|x| − τ)2 s’annule sur le cercle
{|x| = τ}. Cet ope´rateur restreint aux fonctions radiales peut eˆtre vu comme l’analogue
de l’ope´rateur de De Gennes hsymτ (voir (1.9)) en dimension 2 : la restriction a` l’axe re´el
du potentiel (|x| − τ)2 est exactement le potentiel V symτ de´fini en (1.8). Nous allons voir
dans la suite que les deux ope´rateurs de Sturm-Liouville sur R+ a` parame`tre lτ et hsymτ
pre´sentent de nombreuses similitudes.
En utilisant les re´sultats de [BC72], on a le re´sultat suivant :
Proposition 6.3. L’ope´rateur lτ est a` re´solvante compacte.
Puisque le domaine de lτ ne de´pend pas de τ et que l’expression de lτ est analytique
par rapport a` τ , les valeurs propres sont continues par rapport au parame`tre τ . Nous notons
ζk(τ) la k-ie`me valeur propre de lτ . L’e´quation aux valeurs propres s’e´crit alors{ −ru′′(r)− u′(r) + r(r − τ)2u(r) = rζk(τ)u(r) , r > 0 , (6.8a)
ru′(r)|r=0 = 0 . (6.8b)
Dans le cadre d’un proble`me aux valeurs propres associe´ a` un ope´rateur de Sturm-Liouville,
la simplicite´ des valeurs propres peut se de´duire du the´ore`me de Cauchy (voir la section
1.1). Ici le the´ore`me de Cauchy ne s’applique pas stricto sensu pour de´crire les solutions
de cette e´quation diffe´rentielle avec condition limite a` cause de la singularite´ du poids r
en 0. On de´montre :
Proposition 6.4. Pour tout τ ∈ R et k ≥ 1, ζk(τ) est une valeur propre simple de lτ .
De plus si zτ,k est vecteur propre associe´, la fonction r 7→ zτ,k(r) est la restriction d’une
fonction analytique sur R qui ve´rifie la condition de Neumann en 0 :
z′τ,k(0) = 0. (6.9)
Preuve : On va montrer que l’ensemble des solutions de l’e´quation aux valeurs propres
qui ve´rifient la condition limite ru′(r)|r=0 = 0 est de dimension 1. Le point r = 0 est un
point singulier re´gulier (voir [Wag03] par exemple) de l’e´quation diffe´rentielle (6.8a).
L’e´quation indicielle associe´e est
−r2y′′(r)− ry′(r) = 0
et l’e´quation caracte´ristique est
−ν(ν − 1)− ν = 0 .
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Le re´el ν = 0 est donc racine double de l’e´quation caracte´ristique. Le the´ore`me de Fuchs
s’applique (voir par exemple [Wag03, the´ore`me 2.12.13]), et nous avons le re´sultat sui-
vant : l’ensemble des solutions de (6.8a) sur (0,+∞) est un espace vectoriel de dimension
2 dont une base est (f(r), g(r)+c ln r), ou` f et g sont deux fonctions analytiques de´finies
sur R et c ∈ R est une constante non nulle. De plus la fonction r 7→ g(r) + c ln r ne
ve´rifie pas la condition limite (6.8b). On en de´duit que l’espace propre associe´ a` ζk(τ)
est de dimension 1 : il est engendre´ par f et les vecteurs propres sont les restrictions de
fonctions analytiques sur R. On de´duit donc que zτ,k(r) et z′′τ,k(r) se prolonge en 0 et il
re´sulte de (6.8a) que z′τ,k(0) = 0. 
Puisque les valeurs propres sont simples et que le domaine Dom(lτ ) de´crit en (6.23)
ne de´pend pas de τ , les fonctions τ 7→ ζk(τ) sont analytiques sur R, de plus en notant
toujours zτ,k un vecteur propre normalise´ associe´ a` ζk(τ), on a en de´rivant l’e´quation aux
valeurs propres par rapport a` τ (voir la proposition A.5) :
(lτ − ζk(τ)) ∂τzτ,k +
(
∂τ lτ∂τ − ζ ′k(τ)
)
zτ,k = 0 . (6.10)
On de´duit la formule de Feynman-Hellmann :
ζ ′k(τ) = −2
∫
R+
(r − τ)z2τ,k(r)r dr . (6.11)
Cette formule pour la de´rive´e permet d’obtenir la proposition suivante :
Proposition 6.5. Pour tout k ≥ 1 les fonctions τ 7→ ζk(τ) sont strictement de´croissantes
sur (−∞, 0).
Preuve : Si τ < 0, la relation (6.11) montre que ζ ′k(τ) < 0. 
Dans le cas τ = 0, en re´alisant le changement de variable t = r
2
2
, on constate que l0
est unitairement e´quivalent a` l’ope´rateur appele´ “ope´rateur de Laguerre” :
l := −2∂tt∂t + 2t, t > 0 (6.12)
de´fini sur le domaine {u ∈ L2(R+), ∂tt∂tu ∈ L2(R+), (tu(t))|t=0 = 0}. On a
S(l) = {4k − 2, k ≥ 1} .
Les vecteurs propres associe´s sont de la forme Pk(t)e−t ou` les polynoˆmes Pk s’obtiennent
a` partir des polynoˆmes de Laguerre. On de´duit :
Proposition 6.6. On a
∀k ≥ 1 , ζk(0) = 4k − 2 .
Les vecteurs propres associe´s sont de la forme
Pk(
r2
2
)e−r
2/2
ou` Pk est un polynoˆme de degre´ k − 1.
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Remarque 6.7. Le spectre de l’oscillateur harmonique plan
−∆ + |x|2
est compose´ des entiers de la formes 2n avec n ≥ 1 : il s’agit des entiers pairs non nuls.
Parmi ces valeurs propres, seules celles de la formes 4n−2 posse`dent des vecteurs propres
associe´s radiaux. La proposition pre´ce´dente peut donc se de´duire de la remarque 6.2.
Nous avons une minoration pour des valeurs ne´gatives du parame`tres :
Proposition 6.8. On a pour tout k ≥ 1 :
∀τ < 0, ζk(τ) ≥ τ 2 .
Preuve : Si τ < 0, on a (r − τ)2 ≥ τ 2. On de´duit
qτ (u) ≥
∫
R+
(|u′(r)|2 + τ 2|u(r)|2) r dr
puis
qτ (u)
‖u‖2L2r(R+)
≥ τ 2 .
On conclut avec le principe du min-max. 
Corollaire 6.9. On a pour tout k ≥ 1 :
lim
τ→−∞
ζk(τ) = +∞ .
6.2.1 Etude asymptotique pour des grands parame`tres
Nous e´tudions maintenant la limite quand τ → +∞ de la k-ie`me valeur propre
de lτ . Nous utilisons les techniques semi-classiques usuelles de l’approximation harmo-
nique pour trouver le premier terme de l’asymptotique (voir [DS99] par exemple). Notre
ope´rateur comporte deux diffe´rences par rapport au cadre habituel : d’une part le symbole
principal n’est pas celui du laplacien, d’autre part nous travaillons dans un espace a` poids.
Nous de´taillons les points de la preuve qui diffe`rent a` cause de ces deux faits. Pour le reste
nous donnons les grandes lignes que l’on peut trouver dans [Hel88] ou [DS99].
Proposition 6.10. On a
∀k ≥ 1, lim
τ→+∞
ζk(τ) = 2k − 1 . (6.13)
Preuve : La de´monstration est inspire´e de [DS99, theore`me 4.23]. Nous posons h =
1
τ2
et apre`s un changement d’e´chelle, nous sommes amene´s a` e´tudier la forme quadratique
1
h
∫
R+
(
h2|u′(r)|2 + (r − 1)2|u|2) r dr := 1
h
qh(u),
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avec
Dom (qh) = B
1
r (R+).
Construction de quasi-modes et majoration. Nous faisons la remarque heuristique sui-
vante : dans le fond du puits (r − 1) le poids r vaut a` peu pre`s 1. De plus l’ope´rateur
−h2∂2r + (r − 1)2 , r ∈ R
est isospectral a` l’oscillateur harmonique (a` un facteur pre`s). Nous allons donc prendre
pour quasi-modes des fonctions d’Hermite centre´es dans le puits et normalise´es dans l’es-
pace L2(R). Nous rappelons que ψk est la k-ie`me fonction d’Hermite normalise´e (voir
(1.25)) et nous de´finissons
uk,h(r) := h
−1/4ψk
(
r − 1√
h
)
, k ≥ 1 .
Nous confondons dans la suite les uk,h et leurs restrictions a`R+. Ces restrictions sont bien
dans Dom(qh) et elles ve´rifient pour i 6= j :
〈ui,h, uj,h〉L2(R+) = O(h∞) .
Dans l’espace a` poids on a :
〈ui,h, uj,h〉L2r(R+) =
∫ ∞
0
ui,h(r)uj,h(r)(r − 1) dr + 〈ui,h, uj,h〉L2(R+) (6.14)
= h−1/2
∫ ∞
0
ψi(
r−1√
h
)ψj(
r−1√
h
)(r − 1) dr +O(h∞) (6.15)
= O(h1/2) , (6.16)
la dernie`re e´galite´ provenant du changement de variable x = r−1√
h
. On ve´rifie aussi pour
i 6= j que :
ah(ui,h, uj,h) = O(h
1/2) ,
ou` ah est la forme biline´aire syme´trique associe´e a` qh. On estime la norme de ces quasi-
modes :
‖uk,h‖2L2(R+) = 1 +O(h∞)
puis comme plus haut
‖uk,h‖2L2r(R+) = 1 +O(h1/2) .
On e´value maintenant l’e´nergie :
qh(uk,h) = (2k − 1)h+O(h3/2) , k ≥ 1 . (6.17)
On de´duit par le principe du min-max et apre`s changement d’e´chelle :
∀k ≥ 1, ζk(τ) ≤ 2k − 1 + O
τ→∞
(
1
τ
)
.
Nous notons Fk,h = vect(uk,h)1≤p≤k l’espace engendre´ par les quasi-modes.
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Concentration des vecteurs propres. Nous montrons que les vecteurs propres de l’ope´ra-
teur se concentrent dans le puits du potentiel. Nous re´alisons le changement de variable
t = r
2
2
qui montre que la forme quadratique qh est unitairement e´quivalente a` la forme
u 7−→
∫
R+
2t|u′(t)|2 + (
√
2t− τ)2|u(t)|2 dt . (6.18)
L’e´quation eikonale associe´e (voir [Agm82] ou [HS85] par exemple) est
2t|φ′(t)|2 = (
√
2t− τ)2 .
En la re´solvant et en repassant dans la variable r, nous obtenons la distance d’Agmon
associe´e a` la forme qh :
d(r) =
1
2
∣∣∣r2 −√2r +√2− 1∣∣∣ = 1
2
∣∣∣∣∣
(
r − 1√
2
)2
+
√
2− 3
2
∣∣∣∣∣ .
Cette distance d’Agmon s’annule une seule fois sur R+ : dans le fond du puits r = 1.
Les vecteurs propres de l’ope´rateur associe´ a` qh se concentrent au fond du puits au sens
suivant : pour un vecteur propre normalise´ vh associe´ a` la k-ie`me valeur propre on a (k
e´tant fixe´)
∀η ∈ (0, 1),∃Kη > 0, ‖eηd/hvh‖L2r(R+) ≤ Kη .
Nous notons Ek,h l’espace engendre´ par les vecteurs propres associe´s aux k premie`res
valeurs propres de qh. Le re´sultat de concentration pre´ce´dent permet de se servir des
e´le´ments de Ek,h comme de quasi-modes pour l’oscillateur harmonique. Cette proce´dure
est classique (voir [DS99]) et a de´ja` e´te´ utilise´e de manie`re de´taille´e dans la section 2.5,
c’est pourquoi nous nous contentons d’en donner les grandes lignes. On prend une col-
lection de k fonctions vi ∈ Ek,h norme´es pour la norme L2r(R+) et orthogonales pour la
forme sesquiline´aire associe´e a` qh. Nous multiplions ces fonctions par une troncature dont
le support est pre`s du puits r = 1. On note χvi les fonctions tronque´es. Nous prolongeons
ces fonctions par 0 de manie`re a` obtenir des fonctions de´finies sur R entier. En se ser-
vant des estimations de concentrations pre´ce´dentes, on obtient pour une troncature χ bien
choisie : ∫
R
|(χvi)′|2 + (r − 1)|χvi|2 dr ≤
(
(2k − 1)h+O(h3/2)) ‖χvi‖L2(R) .
Le the´ore`me spectral applique´ a` l’oscillateur harmonique re´el et aux fonctions χvi permet
d’obtenir dist(χvi, Fk,h) = O(h1/2), en effet Fk,h est engendre´ par les quasi-modes qui
sont proches des fonctions d’Hermite et le spectre de l’ope´rateur −h2∂2r + (r − 1)2 pour
r ∈ R est compose´ de {(2n− 1)h, n ≥ 1}. On a donc montre´
dist(Ek,h, Fk,h) = O(h
1/2) , (6.19)
ou` la distance entre deux sous-espace E et F est de´finie au sens de [HS85] :
dist(E,F ) := ‖ΠE − ΠEΠF‖
avec ΠE et ΠF les projections orthogonales sur E et F .
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Minoration et spectral gap. Nous allons voir que la minoration des valeurs propres
est une conse´quence de (6.19). Nous de´finissons une partition de l’unite´ permettant de
voir ce qu’il se passe pre`s du puits r = 1, soit donc (χi,h)i=1,2,3 des fonctions infiniment
de´rivables ve´rifiant
∀i = 1, 2, 3, 0 ≤ χi ≤ 1
χ1,h(r) = 1 sur [0, 1− 2h1/2R] et 0 si r ≥ 1− h1/2R ,
χ2,h(r) = 1 sur [1− h1/2R, 1 + h1/2R] et 0 si |r − 1| ≥ 2h1/2R ,
χ3,h(r) = 1 sur [1 + 2h1/2R,+∞) et 0 si r ≤ 1 + h1/2R .∑
i
χ2i,h = 1 .
Soit u ∈ Dom(qh), on utilise la formule IMS (B.6) :
qh(u) =
3∑
i=1
qh(χi,hu)− h2
3∑
i=1
‖χ′i,hu‖2L2r(R+) (6.20)
Nous supposons que R ve´rifie R2 ≥ 2k − 1, on a alors en minorant le potentiel (r − 1)2
sur le support de χ1,h :
qh(χ1,hu) ≥ hR2‖χ1,hu‖2L2r(R+) ≥ (2k − 1)h‖χ1,hu‖2L2r(R+) ,
et de meˆme qh(χ3,hu) ≥ (2k − 1)h‖χ3,hu‖2L2r(R+).
On a :
qh(χ2,hu) =
∫
|r−1|≤2h1/2R
(
h2|χ2,hu′|2 + (r − 1)2|χ2,hu|2
)
r dr
≥ (1− 2h1/2R) ∫
|r−1|≤2h1/2R
(
h2|χ2,hu′|2 + (r − 1)2|χ2,hu|2
)
dr .
On suppose u ∈ E⊥k−1,h. En utilisant (6.19) et en suivant le raisonnement de [DS99,
the´ore`me 4.23], on voit que cela est e´quivalent moduloO(h∞) a` avoir χ2,hu ∈ E⊥k−1,h. On
rappelle que les fonctions de Fk−1,h sont proches moduloO(h∞) des fonctions d’Hermite.
On a donc en utilisant a` nouveau (6.19) :
qh(χ2,hu) ≥
(
1− 2h1/2R) ((2k − 1)h+O(h3/2)) ‖χ2,hu‖2L2(R+)
≥1− 2h
1/2R
1 + 2h1/2R
(
2k − 1 +O(h1/2))h‖χ2,hu‖2L2r(R+) .
On a de plus
∃C > 0, ∀h > 0,
3∑
i=1
‖χ′i,hu‖2L2r(R+) ≤ C(h1/2R)−2‖u‖2L2r(R+) .
La formule IMS (6.20) donne donc
qh(u) ≥
(
(2k − 1)h+O(h3/2R) +O(h3/2) +O
(
h
R2
))
‖u‖2L2r(R+) .
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En choisissant R = h−1/6, on a donc montre´ sous l’hypothe`se u ∈ E⊥k−1,h :
qh(u) ≥
(
(2k − 1)h+O(h4/3)) ‖u‖2L2r(R+) .
On de´duit du principe du min-max et apre`s changement d’e´chelle :
ζk(τ) ≥ 2k − 1 +O
(
1
τ 2/3
)
et la proposition est de´montre´e. 
La construction de quasi-modes contenue dans cette preuve est naı¨ve car elle ne prend
pas en compte le fait que nous sommes dans un espace a` poids. Nous allons re´aliser une
construction en puissances de h = τ−1 pour obtenir une asymptotique a` deux termes de
ζ1(τ).
Proposition 6.11. On a l’asymptotique suivante pour la premie`re valeur propre quand le
parame`tre τ est grand :
ζ1(τ) =
τ→+∞
1− 1
4τ 2
+O
(
1
τ 3
)
. (6.21)
Preuve : Nous de´coupons la preuve en deux parties : nous re´alisons un changement de
variable qui permet de de´velopper l’ope´rateur en puissances de h puis nous construisons
un quasi-mode en puissances de h a` partir du de´veloppement de l’ope´rateur.
Changement de variables. Nous utilisons a` nouveau le changement de variables t = r2
2
,
de sorte que l’ope´rateur lτ est e´quivalent a` l’ope´rateur ldroitτ de´fini comme
ldroitτ := −2∂tt∂t + (
√
2t− τ)2 . (6.22)
Le domaine de cet ope´rateur est (voir [BC72]) :
Dom(ldroitτ ) = {u ∈ H1(R+), tu ∈ H2(R+)} . (6.23)
Notons que ce changement de variable permet de sortir de l’espace a` poids, il sera re´utilise´
dans le chapitre suivant. Nous nous centrons dans le puits du potentiel en posant T = t− τ2
2
et nous e´tudions l’ope´rateur unitairement e´quivalent :
− ∂T (2T + τ 2)∂T + (
√
2T + τ 2 − τ)2 . (6.24)
Nous normalisons l’ope´rateur en re´alisant le changement de variable
x =
T
τ
,
de sorte que nous sommes ramene´s a` e´tudier
− ∂2x − 2τ−1∂xx∂x + τ(
√
2x+ τ −√τ)2 . (6.25)
6.2. ETUDE D’UN OPE´RATEUR UNIDIMENSIONNEL 213
Introduisons le potentiel “normalise´”
V˜τ (x) = τ(
√
2x+ τ −√τ)2 .
En re´alisant un de´veloppement limite´ pour x dans un voisinage de 0, on obtient :
∃x0 > 0, ∃C > 0, ∀x ∈ (−x0, x0), ∀τ ∈ R,
∣∣∣∣V˜τ (x)− (x2 − x3τ + 5x44τ 2
)∣∣∣∣ ≤ Cx5τ 3 .
Nous posons h = τ−1 et nous de´veloppons l’ope´rateur e´crit en (6.25) en puissances de h.
Nous sommes ramene´s a` e´tudier l’ope´rateur
H0 + hH1 + h
2H2,
ou` l’on a introduit les ope´rateurs
H0 := −∂2x + x2
H1 := −2∂xx∂x − x3
H2 :=
5x4
4
.
(6.26)
Le domaine d’inte´gration est (−1
2
h−1,+∞), nous allons pourtant faire comme si les
ope´rateurs agissaient sur des fonctions de R. Les quasi-modes construits devront ensuite
eˆtre tronque´s et il faudra ve´rifier que l’erreur commise est exponentiellement petite.
Construction de nouveaux quasi-modes. Nous cherchons un quasi-mode sous la forme
uh = u0 + hu1 + h
2u2 et une valeur propre approche´e associe´e Eh = E0 + hE1 + h2E2
ve´rifiant ∥∥(H0 + hH1 + h2H2)uh − Ehuh∥∥L2r(R+) = o(h2) . (6.27)
Nous sommes ainsi amene´s a` re´soudre un syste`me de trois e´quations :
H0u0 = E0u0 (6.28a)
H1u0 +H0u1 = E0u1 + E1u0 (6.28b)
H2u0 +H1u1 +H0u2 = E2u0 + E1u1 + E0u2 (6.28c)
On re´sout dans un premier temps (6.28a) en prenant E0 = 1 et u0(x) = pi−1/4e−
x2
2 . On
retrouve ainsi la valeur limite trouve´e a` la proposition 6.10 et les quasi-modes utilise´s.
Nous projetons ensuite (6.28b) sur u0 pour trouver
E1 = 〈H1u0, u0〉.
En remarquant que H1u0u0 est une fonction impaire, on de´duit
E1 = 0.
De´composons H1u0 dans la base des fonctions d’Hermite. On note f1(x) = 2xe
x2
2 et
f3(x) = (8x
3− 12x)e−x2/2. Ces fonctions se de´duisent des fonctions d’Hermite Ψ1 et Ψ3
en multipliant par une constante (voir (1.25)). On a
−H1u0 = pi−1/4(3x3 − 4x)e−x
2
2 = pi−1/4
(
3
8
f3(x) +
1
4
f1(x)
)
.
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Puisque f1 et f3 sont des fonctions propres associe´es aux valeurs propres 1 et 7 de H0,
nous prenons pour re´soudre (6.28b) :
u1(x) = pi
−1/4
(
3
48
f3(x) +
1
8
f1(x)
)
= pi−1/4
(
1
2
(x3 − x)e−x
2
2
)
.
On calcule alors en utilisant Maple
〈H1u1, u0〉 = −19
16
et
〈H2u0, u0〉 = 15
16
.
On projette (6.28c) sur u0 pour trouver
E2 = −1
4
. (6.29)
On peut a` nouveau se servir des fonctions d’Hermite pour expliciter u2. Nous multi-
plions maintenant les fonctions construites ci-dessus sur R par une fonction de troncature
re´gulie`re a` support dans (− 1
2h
,+∞) et valant 1 dans un voisinage fixe´ de 0. Puisque les
fonctions construites sont des fonctions d’Hermite qui sont toutes a` de´croissance expo-
nentielle, l’erreur commise en les tronquant est en O(h∞) et nous avons donc montre´ en
repassant dans les coordonne´es initiales l’existence d’une constante C > 0 telle que
∃τ0 > 0, ∀τ ≥ τ0, ∃uτ ∈ Dom(lτ ),
∥∥∥∥lτuτ − (1− 14τ 2
)
uτ
∥∥∥∥
L2r(R+)
≤ C
τ 3
‖uτ‖L2r(R+) .
(6.30)
Nous de´duisons du the´ore`me spectral qu’il existe une valeur propre de lτ dans l’intervalle
(1− 1
4τ2
− C
τ3
, 1− 1
4τ2
+ C
τ3
) quand τ est grand. Or nous avons montre´
lim
τ→+∞
ζ2(τ) = 3 .
On peut donc conclure :
ζ1(τ) = 1− 1
4τ 2
+O
(
1
τ 3
)
.
Cette asymptotique est illustre´e sur la figure 6.5. 
Remarque 6.12. On a montre´ au the´ore`me 1.11 que la premie`re valeur propre µN1 (τ) de
l’ope´rateur hNτ tend exponentiellement vite vers la valeur limite 1 quand τ tend vers +∞.
On constate ici que la convergence de ζ1(τ) n’a pas lieu de manie`re exponentielle. On
donne une explication pour comprendre cela : le potentiel (x − τ)2 de l’ope´rateur hNτ
est exact au fond du puits au sens ou` il s’agit d’un potentiel quadratique. Ici l’ope´rateur
ldroitτ = −2∂tt∂t + (
√
2t − τ)2 est unitairement e´quivalent a` lτ . Le potentiel (
√
2t − τ)2
n’est pas exact dans le fond du puits, on ne peut donc pas s’attendre a` une convergence
exponentielle vers une valeur limite mode`le.
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6.2.2 Majorations par des quasi-modes
Proposition 6.13. Rappelons que nous avons introduit en (1.19) la fonction
erf(τ) =
2√
pi
∫ τ
0
e−x
2
dx . (6.31)
On a l’estimation
∀τ > 0, ζ1(τ) ≤ 1 + e
−τ2
e−τ2 + τ
√
pi(1 + erf(τ))
. (6.32)
Cette majoration est illustre´e sur la figure 6.3.
Preuve : Nous utilisons une gaussienne centre´e en τ comme quasi-mode : soit ψτ la
fonction de´finie par
ψτ (r) = e
− (r−τ)2
2 .
Nous avons ψ′τ (r) = −(r − τ)e−
(r−τ)2
2 et donc∫
R+
r|ψ′τ (r)|2dr =
∫
R+
r(r − τ)2e−(r−τ)2 dr
puis
qτ (ψτ ) = 2
∫
R+
r(r − τ)2e−(r−τ)2 dr
=
∫
R+
(2r − τ)e−(r−τ)2 dr .
Nous formons le quotient de Rayleigh :
qτ (ψτ )
‖ψτ‖2L2r(R+)
= 2− τ ‖ψτ‖
2
L2(R+)
‖ψτ‖2L2r(R+)
.
Nous calculons la norme du quasi-mode dans l’espace a` poids :
‖ψτ‖2L2r(R+) =
1
2
∫
R+
2(r − τ)e−(r−τ)2dr + τ‖ψτ‖2L2(R+)
=
1
2
e−τ
2
+ τ‖ψτ‖2L2(R+) .
En combinant ce qui pre´ce`de on obtient :
qτ (ψτ )
‖ψτ‖2L2r(R+)
= 1 +
e−τ
2
2‖ψτ‖2L2r(R+)
,
de plus nous avons explicitement
‖ψτ‖2L2(R+) =
∫ +∞
−τ
e−τ
2
dτ =
√
pi
2
(1 + erf(τ)) .
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On a donc
qτ (ψτ )
‖ψτ‖2L2r(R+)
= 1 +
e−τ
2
e−τ2 + τ
√
pi(1 + erf(τ))
.
Nous concluons avec le principe du min-max. 
Corollaire 6.14. On a les estimations suivantes, valables pour τ > 0 :
ζ1(τ) ≤ 2 .
ζ1(τ) ≤ 1 + e
−τ2
2
√
piτ
.
Nous utilisons maintenant des gaussiennes centre´es en 0 pour majorer la premie`re
valeur propre. Nous avons l’estimation suivante :
Proposition 6.15. On a une majoration de la premie`re valeur propre :
∀τ > 0, ζ1(τ) ≤ pi
4
1
τ 2
+
4− pi
pi
τ 2 . (6.33)
Cette majoration est illustre´e sur la figure 6.4.
Preuve : De´finissons pour ρ > 0 le quasi-mode uρ(r) = e−ρr
2 . On introduit le moment
d’ordre k de uρ :
Mk(ρ) :=
∫
R+
rk|uρ(r)|2 dr .
Afin d’estimer qτ (uρ), nous calculons explicitement les moments Mk(ρ) pour k ≤ 3. On
a 
M0(ρ) =
√
pi
2
1√
2ρ
,
M1(ρ) =
1
4ρ
.
(6.34)
En re´alisant des inte´grations par parties on trouve
M2(ρ) =
M0(ρ)
4ρ
= M0(ρ)M1(ρ) ,
M3(ρ) =
M1(ρ)
2ρ
= 2M1(ρ)
2 .
(6.35)
On a aussi u′ρ(r) = −2ρruρ(r) puis :∫
R+
ru′2ρ (r) dr = 4ρ
2M3(ρ) .
On a donc
qτ (uρ) = (4ρ
2 + 1)M3(ρ)− 2τM2(ρ) + τ 2M1(ρ) .
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En remarquant que M1(ρ) = ‖uρ‖2L2r(R+), le quotient de Rayleigh associe´ a` uρ s’e´crit :
qτ (uρ)
M1(ρ)
=
4ρ2 + 1
2ρ
+ τ 2 − 2τ
4ρ
M0(ρ)
M1(ρ)
= 2ρ+
1
2ρ
+ τ 2 − 2τM0(ρ)
= 2ρ+
1
2ρ
+ τ 2 − τ
√
pi
2ρ
:= f(ρ, τ) ,
on a
f(ρ, τ) =
(
τ − 1
2
√
pi
2ρ
)2
+ 2ρ+
1
2ρ
− pi
8ρ
.
Pour annuler le terme
(
τ − 1
2
√
pi
2ρ
)2
, on prend ρ = pi
8τ2
et on a par le principe du min-max
ζ1(τ) ≤ pi
4
1
τ 2
+
4− pi
pi
τ 2 . (6.36)

Le membre de droite de (6.36) est minimal pour
τqm =
(
pi2
4(4− pi)
)1/4
, (6.37)
et ce minimum vaut ζqm =
√
4− pi. La valeur de ρ est alors
ρqm :=
1
4
√
4− pi . (6.38)
On a donc obtenu a` partir de la proposition pre´ce´dente une majoration pour la borne
infe´rieure de ζ1 :
inf
τ∈R+
ζ1(τ) ≤
√
4− pi. (6.39)
Remarque 6.16. Notons que l’on a approximativement :
(τqm, ζqm) ≈ (1.3021, 0.9265) . (6.40)
En combinant la proposition 6.10 et l’estimation (6.39), on a :
Corollaire 6.17. La fonction ζ1(τ) admet un minimum sur R, et ce minimum est atteint.
On note
Ξ0 = inf
τ∈R+
ζ1(τ) . (6.41)
On a
Ξ0 ≤
√
4− pi .
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6.2.3 Caracte´risation du minimum
Nous cherchons a` de´crire les extrema locaux de ζ1. On part d’une formule sur la
de´rive´e seconde ζ ′′k (τ). Les techniques utilise´es sont issues de l’e´tude de l’ope´rateur de
Montgomery (voir [PK02], [FHP11] ,[HP10] ou encore [HK09]), meˆme si nous avons
une difficulte´ supple´mentaire : il est plus difficile ici de localiser les points critiques de
la fonction ζ1. Nous rappelons que zτ, k est un vecteur propre normalise´ dans L2r(R+)
associe´ a` la valeur propre ζk(τ). On diffe´rentie l’identite´ (6.11) et on la projette sur zτ,k.
On obtient :
ζ ′′k (τ) = 2− 4
∫
R+
(r − τ)∂τzτ,k(r)zτ,k(r)r dr . (6.42)
Nous allons chercher a` estimer le terme inte´gral pour montrer que les extrema locaux de
ζ1 sont des minima non de´ge´ne´re´s. Pour ame´liorer la lisibilite´ nous introduisons ici les
notations
zτ := zτ,1 et z˙τ := ∂τzτ,1 .
On commence par trouver une identite´ sur l’e´nergie des vecteurs propres de lτ associe´s a`
des points critiques de ζ1 :
Proposition 6.18 (Viriel). Soit τC un re´el tel que ζ ′1(τC) = 0 et soit zτC un vecteur propre
normalise´ associe´ a` la valeur propre ζ1(τC). Alors on a :∫
R+
r|z′τC(r)|2 dr =
∫
R+
(r − τC)2|zτC(r)|2r dr =
ζ1(τC)
2
.
Preuve : On introduit l’ope´rateur dilate´
lτ, ` := −`−2 1
r
∂rr∂r + (`r − τ)2, ` > 0
qui est unitairement e´quivalent a` lτ . On note z`τ (r) := zτ (
r
`
). On a donc
∀` > 0, (lτ, ` − ζ1(τ)) z`τ = 0 .
On diffe´rentie cette relation par rapport a` ` :
(lτ, ` − ζ1(τ)) ∂`z`τ + ∂`lτ,`z`τ = 0 (6.43)
avec
∂`lτ, ` = 2`
−3 1
r
∂rr∂r + 2r(`r − τ) .
On projette l’e´galite´ (6.43) sur z`τ dans L
2
r(R+) et on l’e´value en ` = 1 :∫
R+
(−2|z′τ (r)|2 + 2r(r − τ)|zτ (r)|2) r dr = 0 . (6.44)
Or d’apre`s (6.11), on a pour un point critique τC∫
R+
(r − τC)|zτC(r)|2r dr = 0
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et donc ∫
R+
(r − τC)2|zτC(r)|2r dr =
∫
R+
r(r − τC)|zτC(r)|2r dr . (6.45)
Ainsi, puisque
∀τ ∈ R,
∫
R+
(|z′τ (r)|2 + (r − τ)2|zτ (r)|2) r dr = ζ1(τ) ,
on a en utilisant (6.44) et (6.45) :∫
R+
r|z′τC(r)|2 dr =
∫
R+
(r − τC)2|zτC(r)|2r dr =
ζ1(τC)
2
.

Le lemme suivant est inspire´ de [HK09] (voir aussi [HP10]) :
Lemme 6.19. On rappelle que z˙τ = ∂τzτ . On a
∀τ ∈ R, ‖z˙τ‖L2r(R+) ≤
2
ζ2(τ)− ζ1(τ)‖(r − τ)zτ‖L2r(R+) .
Preuve : On diffe´rentie ‖zτ‖2L2r(R+) = 1 par rapport a` τ et on obtient que z˙τ est
orthogonal dans L2r(R+) a` zτ . Ainsi d’apre`s le principe du min-max on a :
(ζ2(τ)− ζ1(τ))‖z˙τ‖2L2r(R+) ≤ 〈(lτ − ζ1(τ))z˙τ , z˙τ 〉L2r(R+).
On utilise l’identite´ (6.10) :
(ζ2(τ)− ζ1(τ))‖z˙τ‖2L2r(R+) ≤ 〈−∂τ lτzτ , z˙τ 〉L2r(R+) .
Le lemme de´coule alors de l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz et de l’identite´ ∂τ lτ = −2(r−
τ). 
Proposition 6.20. Soit τC un point critique de ζ1. Alors on a
ζ ′′1 (τC) ≥ 2
ζ2(τC)− 3ζ1(τC)
ζ2(τC)− ζ1(τC) .
Preuve : On combine la relation (6.42), le lemme 6.19 et l’ine´galite´ de Cauchy-
Schwarz pour obtenir
ζ ′′1 (τC) ≥ 2−
8‖(r − τ)zτ‖2L2r(R+)
ζ2(τC)− ζ1(τC) .
L’identite´ du Viriel de´montre´e dans la proposition 6.18 donne
ζ ′′1 (τC) ≥ 2
ζ2(τC)− 3ζ1(τC)
ζ2(τC)− ζ1(τC) .
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
On a ainsi montre´ que si le gap spectral est assez important, les points critiques de ζ1 sont
des minima non de´ge´ne´re´s. Sous cette hypothe`se, il ne peut exister qu’un seul minimum
local pour la fonction ζ1, et ce minimum est de plus global. Nous espe´rons dans l’avenir
continuer cette e´tude en fournissant notamment une minoration suffisamment pre´cise de
ζ2 pour exploiter la proposition pre´ce´dente.
Nous cherchons maintenant a` localiser les points critiques de ζ1. Nous notons τC
un des ces points et nous allons chercher une relation entre la valeur propre ζ1(τC) de
l’ope´rateur lτC et le re´el τC. En re´alisant la translation ρ = r − τ , on voit que la forme
quadratique qτ de´finie en (6.5) est unitairement e´quivalente a` la forme
u 7−→
∫ +∞
−τ
(|u′(ρ)|2 + ρ2|u(ρ)|2) (ρ+ τ) dρ (6.46)
de´finie sur le domaine B1ρ+τ
(
Iτ
)
(voir (6.4)) avec Iτ = (−τ,+∞). L’ope´rateur associe´
est
ltrτ := −∂2ρ −
1
ρ+ τ
∂ρ + ρ
2 (6.47)
de´fini sur le domaine Dom(ltrτ ) qui se de´duit directement du domaine de lτ (de´crit en
(6.23)) graˆce a` la translation ρ = r − τ . En particulier une fonction u ∈ Dom(ltrτ ) ve´rifie
la condition au bord ((ρ + τ)u(ρ))|ρ=−τ = 0. Soit ztrτ,k un vecteur propre normalise´ de l
tr
τ
associe´ a` la valeur propre ζk(τ). On de´duit de la proposition 6.4 :
Corollaire 6.21. Le vecteur propre ztrτ,k ve´rifie la condition de Neumann (ztrτ,k)′(−τ) = 0.
On s’est ainsi ramene´ a` un ope´rateur proche de ceux e´tudie´s dans [DH93b] : un
ope´rateur de Sturm-Liouville avec un poids s’annulant sur un intervalle de´pendant d’un
parame`tre. La diffe´rence ici est que la mesure a` poids (ρ + τ) dρ de´pend du parame`tre
τ . Nous essayons d’appliquer les techniques de [DH93a] pour obtenir une identite´ sur la
de´rive´e de la valeur propre ζk(τ) par rapport au parame`tre :
Proposition 6.22. Soit zτ,k un vecteur propre normalise´ de l’ope´rateur lτ associe´ a` la
valeur propre ζk(τ). Nous rappelons que hNτ est l’ope´rateur de de Gennes de´fini sur le
demi-axe R+ et que qNτ est la forme quadratique associe´e. On a :
ζ ′k(τ) =
〈(
hNτ − ζk(τ)
)
zτ,k, zτ,k
〉
L2(R+)
= qNτ (zτ,k)− ζk(τ) . (6.48)
Preuve : Nous rappelons que hN,trτ est la re´alisation de Neumann de l’oscillateur
harmonique sur l’intervalle Iτ (voir la de´finition 1.8). L’ope´rateur ltrτ de´fini en (6.47) est
unitairement e´quivalent a` lτ et nous rappelons que nous avons note´ ztrτ,k un vecteur propre
associe´ a` ζ1(τ), on a
ztrτ,k(ρ) = zτ,k(ρ+ τ) .
On prouve la proposition pour k = 1 et on abre`ge les notations en posant ztrτ,1 = z
tr
τ . Le
cas ge´ne´ral k ≥ 1 se prouve de la meˆme manie`re. On introduit comme dans [DH93a] la
quantite´
dτ (h) :=
(
ζ1(τ + h)− ζ1(τ)
)〈ztrτ+h, ztrτ 〉L2ρ+τ (Iτ ) .
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On a
dτ (h) =
∫ +∞
−τ
(
ζ1(τ + h)z
tr
τ+h(ρ)z
tr
τ (ρ)− ζ1(τ)ztrτ+h(ρ)ztrτ (ρ)
)
(ρ+ τ) dρ
=
∫ +∞
−τ
(
−(ztrτ+h)′′(ρ)−
1
ρ+ τ + h
(ztrτ+h)
′(ρ) + ρ2ztrτ+h(ρ)
)
ztrτ (ρ)(ρ+ τ) dρ
−
∫ +∞
−τ
(
−(ztr)′′τ (ρ)−
1
ρ+ τ
(ztrτ )
′(ρ) + ρ2ztrτ (ρ)
)
ztrτ+h(ρ)(ρ+ τ) dρ .
On re´alise des inte´grations par parties pour faire disparaıˆtre les termes comportant des
de´rive´es secondes. On constate que les termes de bords sont nuls. On obtient :
dτ (h) =
∫ +∞
−τ
(ztrτ+h)
′(ρ)
(
(ρ+ τ)(ztrτ )
′(ρ) + ztrτ (ρ)
)− ρ+ τ
ρ+ τ + h
(ztrτ+h)
′(ρ)ztrτ (ρ) dρ
+
∫ +∞
−τ
−(ztrτ )′(ρ)
(
(ρ+ τ)(ztrτ+h)
′(ρ) + ztrτ+h(ρ)
)
+ (ztrτ )
′(ρ)ztrτ+h(ρ) dρ
= h
∫ +∞
−τ
1
ρ+ τ + h
(ztrτ+h)
′(ρ)ztrτ (ρ) dρ .
On a montre´ (voir la proposition 6.4) que les valeurs propres ζ1(τ) e´taient toutes simples.
Or ces valeurs propres sont aussi celles de ltrτ . Les vecteurs propres de l
tr
τ sont donc ana-
lytiques par rapport au parame`tre τ . On a donc
lim
h→0
dτ (h)
h
=
∫ +∞
−τ
1
ρ+ τ
(ztrτ )
′(ρ)ztrτ (ρ) dρ .
Puisque le vecteur propre ztrτ est normalise´ dans L
2
ρ+τ (Iτ ), on a :
lim
h→0
〈ztrτ+h, ztrτ 〉L2ρ+τ (Iτ ) = 1 .
On de´duit donc une expression pour la de´rive´e :
ζ ′1(τ) =
∫ +∞
−τ
1
ρ+ τ
(ztrτ )
′(ρ)ztrτ (ρ) dρ . (6.49)
En utilisant l’e´quation aux valeurs propres, on a
(ztrτ )
′(ρ)
ρ+ τ
= −(ztrτ )′′(ρ) + ρ2ztrτ (ρ)− ζ1(τ)ztrτ (ρ)
et donc
ζ ′1(τ) =
∫ +∞
−τ
ztrτ (ρ)
(−(ztrτ )′′(ρ) + ρ2ztrτ (ρ)− ζ1(τ)ztrτ (ρ)) dρ ,
soit en re´alisant une inte´gration par partie et en utilisant la condition de Neumann en
ρ = −τ :
ζ ′1(τ) =
∫ +∞
−τ
|(ztrτ )′(ρ)|2 + ρ2|ztrτ (ρ)|2 − ζ1(τ)|ztrτ (ρ)|2 dρ .
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Puisque ztrτ ve´rifie la condition de Neumann en −τ , on a ztrτ ∈ Dom(hN,trτ ). On conclut
avec une dernie`re inte´gration par partie. Une translation permet de revenir a` la fonction
zτ,k et d’obtenir (6.48). 
Remarque 6.23. Cette expression ne permet pas de conclure quant a` la monotonie des
fonctions τ 7→ ζk(τ) sur R+.
On peut maintenant comparer Ξ0 a` la constante Θ0 (issue elle aussi d’un ope´rateur
mode`le unidimensionnel, voir la section 1.3 pour des rappels sur Θ0). Dans la suite nous
notons τ∗ un re´el tel que ζ1(τ∗) = Ξ0 et comme plus haut zτ∗ est un vecteur propre
normalise´ associe´.
Proposition 6.24. On a
Θ0 < Ξ0 . (6.50)
Preuve : Comme τ∗ est un re´el pour lequel ζ1(τ) est minimal, on a ζ ′1(τ∗) = 0. La
proposition 6.22 fournit
ζ1(τ∗) =
∫
R+ |z′τ∗(r)|2 + (r − τ∗)2|zτ∗(r)|2 dr
‖zτ∗‖2L2(R+)
.
Et donc ζ1(τ∗) ≥ µN1 (τ∗). Montrons que l’ine´galite´ est stricte. Si ce n’est pas le cas, on a
µN1 (τ∗) =
∫
R+ |z′τ∗(r)|2 + (r − τ∗)2|zτ∗(r)|2 dr
‖zτ∗‖2L2(R+)
et comme zτ∗ ve´rifie la condition de Neumann, on obtient que zτ∗ est un vecteur propre
de hNτ∗ associe´ a` la valeur propre µ
N
1 (τ∗). En combinant les e´quations aux valeurs propres
(6.8a) et (1.2), on obtient z′τ∗ = 0, ce qui est une contradiction. En utilisant le fait que µ
N
1
a pour minimum Θ0 on obtient
Θ0 ≤ µN1 (τ∗) < ζ1(τ∗) = Ξ0
et la proposition est prouve´e. 
Nous allons localiser les valeurs τ∗ pour lesquelles le minimum de τ 7→ ζ1(τ) est atteint.
Notons que nous avons montre´ dans la preuve pre´ce´dente :
µN1 (τ∗) < Ξ0 (6.51)
Nous rappelons que la fonction µN1 est strictement de´croissante sur (−∞, ξ0) et stricte-
ment croissante sur (ξ0,+∞). Puisque Ξ0 ∈ (Θ0, 1), nous pouvons de´finir les deux re´els
t0 et t1 tels que
µN1 (t0) = µ
N
1 (t1) = Ξ0 et t0 < ξ0 < t1 . (6.52)
D’apre`s (6.51) on a
t0 < τ∗ < t1 .
Avec la valeur de Ξ0 calcule´e par e´le´ments finis dans la sous-section suivante et les valeurs
de µN1 calcule´es nume´riquement dans le chapitre 1, on trouve
t0 ≈ 0.135 et t1 ≈ 1.661 .
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Majoration de Ξ0 a` l’aide de quasi-modes
Nous avons montre´ pour l’instant Ξ0 ≤
√
4− pi, nous pouvons construire de nouvelles
gaussiennes pour ame´liorer ce re´sultat. On forme les quotients de Rayleigh des fonctions
ub,c(t) := e
−b(ρ−c)2 .
On essaye diffe´rentes valeurs pour les parame`tres de cette gaussienne. On choisit b =
0.36, c = 0.86 pour la fonction ub,c et τ = 1.51 comme valeur du parame`tre. Pour ces
valeurs-la` nous calculons qτ (ub,c) a` l’aide de Maple. Nous obtenons :
qτ (ub,c)
‖ub,c‖2L2r(R+)
= 0.870918 a` 10−7 pre`s .
Nous pouvons ainsi de´duire
Ξ0 < 0.871 (6.53)
Nous rappelons que la fonction τ 7→ m(τ) de´finie dans la proposition 1.4 est un minorant
analytique de µN1 . On note t
−
0 et t
+
1 les deux re´els tels que
m(t−0 ) = m(t
+
1 ) = 0.871 . (6.54)
Nous rappelons que τ∗ est un re´el tel que ζ1(τ∗) = Ξ0. D’apre`s (6.51), on a µN1 (τ∗) < Ξ0.
Puisque µN1 (τ∗) ≥ m(τ), on a
t−0 < τ∗ < t
+
1 .
Ces quantite´s sont repre´sente´es sur la figure 6.1. Nous savons, en utilisant Maple pour
calculer ces quantite´s, que
0.102 < t−0 < t
+
1 < 1.918 .
Nous avons donc montre´ :
Proposition 6.25. Soit τ∗ un point tel que ζ1(τ∗) = Ξ0. Alors on a
0.102 < τ∗ < 1.918 . (6.55)
6.2.4 Illustrations nume´riques
Les calculs sont fait a` l’aide de la librairire d’e´le´ments finis MELINA. On note ζ˘k(τ) la
k-ie`me valeur propre calcule´e nume´riquement. Nous avons approche´ R+ par l’intervalle
[0, 50]. Nous renvoyons a` la sous-section 1.4.3 pour une justification de la convergence des
solutions du proble`me sur des intervalles de la forme [0, L] vers la solution du proble`me
sur R+ quand L est grand.
Nous trouvons nume´riquement un unique mimum non de´ge´ne´re´ Ξ˘0 atteint en τ˘0 pour les
quantite´s ζ˘1(τ). On a
(τ˘0, Ξ˘0) = (1.525, 0.86299) . (6.56)
Sur la figure 6.1, on a trace´ la fonction de de Gennes µN1 (τ), son minorant analytiquem(τ)
de´fini dans la proposition 1.4, la constante Ξ˘0 calcule´e par e´le´ments finis. En abscisse on
a place´ les re´els t−0 , t0, t1, t
+
1 de´finis en (6.52) et (6.54).
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FIGURE 6.1 – La minoration de µN1 (τ) par m(τ), la constante Ξ˘0 et la valeur 0.871 (voir
(6.53)). On a t−0 < t0 < t1 < t
+
1 ou` les re´els t0 et t1 sont de´finis en (6.52) et les re´els t
−
0 et
t+1 sont de´finis en (6.54).
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Sur la figure 6.2 on calcule les huit premie`res valeurs propres de l’ope´rateur lτ . On
constate que les limites des ζ˘k(τ) et leurs valeurs en 0 correspondent bien a` ce qui est
e´nonce´ dans les propositions 6.6 et 6.10.
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0
5
10
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30
FIGURE 6.2 – ζ˘k(τ) selon τ pour τ = n1000 , 0 ≤ n ≤ 6000 et 1 ≤ k ≤ 8.
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Sur la figure 6.3 on trace ζ˘1(τ) ainsi que le majorant pre´sent dans (6.32). Sur la figure 6.4,
on trace ζ˘1(τ) pour τ ∈ [0.5, 2], la valeur Ξ˘0 et le majorant pre´sent dans (6.33).
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0.8
1
1.2
1.4
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1.8
2
τ
 
 ζ1(τ)
majorant
FIGURE 6.3 – ζ˘1(τ) selon τ sur l’intervalle [0, 5] compare´ au majorant pre´sent dans (6.32).
Domaine de calcul : [0, 50]. Taille des e´le´ments : 1. Degre´ : P10.
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FIGURE 6.4 – ζ˘1(τ) selon τ sur l’intervalle [0.5, 2] compare´ au majorant pre´sent dans
(6.33) et a` Ξ˘0. Meˆmes calculs que sur la figure 6.2. Domaine de calcul : [0, 50]. Taille des
e´le´ments : 1. Degre´ : P10.
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Sur la figure 6.5 nous illustrons l’asymptotique de ζ1(τ) quand τ tend vers +∞
de´montre´e dans la proposition 6.11 :
ζ1(τ) = 1− 1
4τ 2
+ o
(
1
τ 2
)
.
Nous sommes amene´s a` calculer la valeur propre ζ1(τ) pour des grandes valeurs de τ
(voir la remarques 6.12 sur la vitesse de convergence quand τ tend vers +∞). Puisque les
fonctions propres sont concentre´es dans le puits du potentiel (r − τ)2, nous agrandissons
le domaine de calcul en approchant R+ par l’intervalle [0, 100]. Nous maillons cet inter-
valle en prenant 100 e´le´ments de taille 1 et de degre´ P5. La figure 6.5 montre le calcul
de τ 2(ζ˘1(τ) − 1) : on constate que cette quantite´ quantite´ converge vers −14 , ce qui est
cohe´rent avec la proposition 6.11.
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−0.32
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−0.29
−0.28
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−0.26
−0.25
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−0.23
 
 
τ2.(ζ1(τ)−1)
−1/4
FIGURE 6.5 – La quantite´ τ 2(1− ζ˘1(τ)) selon τ pour τ = n, 0 ≤ n ≤ 50 compare´ a` −14 .
Domaine de calcul : [0, 100]. Taille des e´le´ments : 1. Degre´ : P5.
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6.3 Construction de quasi-modes pour l’ope´rateur sur le
secteur et conse´quences pour le proble`me sur le die`dre
6.3.1 Construction de quasi-modes et majorations
Nous rappelons que nous souhaitons construire des quasi-modes pour la forme qua-
dratique QpolB, τ de´finie par
QpolB, τ (u) :=
∫
Ω0
(
|(∂r − iαrηb3)u|2 + 1
α2r2
|∂ηu|2 + V polB, τ |u|2
)
r dr dη (6.57)
avec
V polB, τ (r, η) :=
(
r cos(ηα)b2 − r sin(ηα)b1 − τ
)2
. (6.58)
Soit u ∈ B1r (R+) une fonction d’une variable. On a une injection
ι : B1r (R+) ↪→ Dom(QpolB, τ )
obtenue en e´tendant u sur Ω0, en effet on pose pour (r, η) ∈ Ω0 :
ιu(r, η) := u(r)⊗ Id(η) .
Puisque η ∈ (−1
2
, 1
2
), on a bien ‖u‖L2r(R+) = ‖ιu‖L2r(Ω0) : ι est une isome´trie de L2r(R+)
vers L2r(Ω0). Dans la suite pour une fonction u de B
1
r (R+), on confondra ιu et u.
Proposition 6.26. Soit u ∈ B1r (R+), B un champ magne´tique unitaire constant, α ∈
(0, pi) et τ ∈ R. On rappelle que la fonction sinus cardinal est de´finie sur R par sincα =
sinα
α
. On a :
QpolB, τ (u) =
∫
R+
(|u′(r)|2 + (rb2 − τ)2|u(r)|2) r dr + α2
12
‖ru‖2L2r(R+)b23
+
1
2
(1− sincα)‖ru‖2L2r(R+)(b21 − b22) + 2τ
(
1− sinc α
2
)
‖√ru‖2L2r(R+)b2 . (6.59)
Preuve : On e´value QpolB, τ (u) pour une fonction de B1r (R+) :
QpolB, τ (u) =
∫
R+
(|u′(r)|2 + (rb2 − τ)|u(r)|2) r dr
+
∫
Ω0
α2η2b23r
2|u(r)|2r dr dη +
∫
Ω0
(
V polB, τ (r, η)− (rb2 − τ)2
)
|u(r)|2r dr dη .
On calcule ∫
Ω0
α2r2η2b23|u(r)|2r dr dη =
α2
12
‖ru‖2L2r(R+)b23 . (6.60)
Afin de terminer l’estimation ge´ne´rale du quotient de Rayleigh d’une fonction de la va-
riable r, nous calculons
∫ 1/2
−1/2 V
pol
B, τ (r, η)− (rb2 − τ)2 dη. On de´veloppe
V polB, τ (r, η)− (rb2 − τ)2 =
(
r cos(ηα)b2 − r sin(ηα)b1 − τ
)2 − (rb2 − τ)2
= r2 sin2(αη)(b21 − b22)− 2rb2τ (cos(αη)− 1)
− 2rb1 sin(αη) (rb2 cos(αη)− τ) .
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On remarque que le terme croise´ de la deuxie`me ligne est impair par rapport a` η, son
inte´grale sur η ∈ (−1
2
, 1
2
) est donc nulle. On calcule alors les inte´grales en η en utilisant
la fonction sincα = sinα
α
:∫ 1/2
−1/2
sin2(αη) dη =
1
2
(1− sincα) ,
et ∫ 1/2
−1/2
(
cos(αη)− 1) dη = sinc α
2
− 1 .
On de´duit pour u ∈ B1r (R+) :∫
Ω0
(
V polB, τ (r, η)− (rb2 − τ)2
)
|u(r)|2r dr dη =
1
2
(1− sincα)‖ru‖2L2r(R+)(b21 − b22) + 2τ
(
1− sinc α
2
)
‖√ru‖2L2r(R+)b2 .

Nous allons e´valuer QpolB, τ avec des fonctions de B1r (R+) bien choisies et en de´duire
avec le principe du min-max des majorations pour s(B;α, τ). On aura besoin du lemme
suivant dont la de´monstration est imme´diate :
Lemme 6.27. On a
∀α > 0 , α
2
6
− α
4
120
≤ 1− sincα ≤ α
2
6
et 0 ≤ 1− sinc α
2
≤ α
2
24
.
On de´duit :
Corollaire 6.28. Il existe une constante C > 0 telle que tout champ B avec b2 > 0 et
pour tout α ∈ (0, pi) :
s(B;α) ≤ Ξ0b2 + Cα2 .
Preuve : Nous rappelons que τ∗ est un re´el ou` ζ1 est minimal, c’est-a`-dire
ζ1(τ∗) = Ξ0 .
On note aussi zτ∗ un vecteur propre normalise´ associe´. On de´finit
zscτ∗(r) := b
1/2
2 zτ∗(rb
1/2
2 )
de sorte que ‖zscτ∗‖2L2r(R+) = 1. On a∫
R+
(
|(zscτ∗)′(r)|2 + (rb2 − τ∗
√
b2)|zscτ∗(r)|2
)
r dr = b2Ξ0 .
On de´duit le re´sultat a` partir de la proposition 6.26, du lemme 6.27 et du principe du min-
max. 
On a donc montre´ une majoration de s(B;α) quand α tend vers 0 :
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The´ore`me 6.29. Soit B un champ magne´tique constant unitaire tel que b2 > 0. On a
lim sup
α→0
s(B;α) ≤ Ξ0b2 .
Le proble`me de de´terminer la limite de s(B;α) pour α petit reste ouvert. Nous e´met-
tons la conjecture suivante, appuye´e par plusieurs simulations nume´riques dans la section
suivante :
Conjecture 6.30. Soit B un champ magne´tique constant unitaire tel que b2 > 0. On a
lim
α→0
s(B;α) = Ξ0b2 .
Nous rappelons que pour savoir si l’infimum sur τ ∈ R des s(B;α, τ) est atteint, il
nous faut comparer cette borne infe´rieure avec les limites pour |τ | grand calcule´es dans
le chapitre 5. Nous allons donner une majoration de la quantite´ s(B;α) faisant intervenir
des constantes explicites :
Proposition 6.31. Soit B un champ magne´tique constant unitaire avec b2 > 0. On a pour
tout α ∈ (0, pi) :
s(B;α) ≤ (4− pi)1/2 b2
+
α2
6(4− pi)1/2
b23
b2
+
1
(4− pi)1/2 (1− sincα)
b21 − b22
b2
+
pi
(4− pi)1/2 (1− sinc
α
2
)b2 .
(6.61)
Preuve : On e´valueQpolB, τ (v) pour v(r) = e−ρqmb2r
2 et τ =
√
b2τqm ou` τqm et ρqm sont
donne´s par (6.37) et (6.38). On a alors en utilisant (6.34) :
‖v‖2L2r =
1
4ρqmb2
puis ∫
R+
(|v′(r)|2 + (rb2 −√b2τqm)2|v(r)|2) r dr
‖v‖2L2r(R+)
= (4− pi)1/2 b2 .
On a aussi en utilisant (6.35) :
‖rv‖2L2(R+)
‖v‖2L2r(R+)
=
M3(ρqmb2)
M1(ρqmb2)
=
1
2ρqmb2
=
2
(4− pi)1/2 b2 .
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De meˆme on calcule
2τqm
√
b2
‖rv‖2L2(R+)
‖v‖2L2r(R+)
= 2τqm
√
b2
M2(ρqmb2)
M1(ρqmb2)
= 2τqm
√
b2M0(ρqmb2)
= 2τqm
√
b2
√
pi
2
√
2ρqmb2
= τqm
√
2pi
(4− pi)1/4
=
pi
(4− pi)1/2
On conclut en utilisant la proposition 6.26 et le principe du min-max. 
En utilisant le lemme 6.27 on de´duit de la proposition pre´ce´dente :
Corollaire 6.32. De´finissons les deux polynoˆmes en α :
P1(α, b2) := (4− pi)1/2 b2 +
(
1
6(4− pi)1/2
1− 2b22
b2
+
pi
24(4− pi)1/2 b2
)
α2 (6.62)
et
P2(α, b2) := P1(α, b2) +
1
120(4− pi)1/2
2b22 − 1
b2
α4 . (6.63)
Soit B un champ magne´tique constant unitaire de coordonne´es (b1, b2, b3) avec b2 > 0.
On a pour α ∈ (0, pi) :
b2 ≤ 1√2 =⇒ s(B;α) ≤ P1(α, b2)
et
b2 >
1√
2
=⇒ s(B;α) ≤ P2(α, b2) .
Preuve : On utilise la proposition 6.31 en se servant de b23 = 1− b21 − b22 et on obtient
s(B;α) ≤ (4− pi)1/2 b2
+
1
(4− pi)1/2 b2
(
b23(
α2
6
− (1− sincα)) + (1− 2b22)(1− sincα)
)
+
pi
(4− pi)1/2 (1−sinc
α
2
)b2 .
(6.64)
On utilise le lemme 6.27 pour voir que le terme b23
(
α2
6
− (1− sincα)
)
est ne´gatif. On
majore alors le terme (1 − 2b22)(1 − sincα) a` l’aide du meˆme lemme en distinguant les
cas 1− 2b22 ≥ 0 et 1− 2b22 < 0, c’est-a`-dire b2 > 1√2 et b2 ≤ 1√2 . 
On en de´duit une comparaison entre le bas du spectre de l’ope´rateur PA,Dα sur le die`dre
et la constante fondamentale Θ0 :
The´ore`me 6.33. Soir B constant unitaire de coordonne´es (b1, b2, b3) avec b2Ξ0 < Θ0.
Alors il existe α0 > 0 tel que
∀α ∈ (0, α0), s(B;α) < Θ0 .
On note que la constante α0 se de´duit du corollaire 6.32.
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6.3.2 Conse´quences sur le proble`me de minimisation
Nous rappelons la relation
s(B;α) = inf
τ∈R
s(B;α, τ) (6.65)
et la de´finition s∞(B;α) = min(lim infτ→−∞ s(B;α, τ), lim infτ→+∞ s(B;α, τ)). Nous
allons comparer s(B;α) et s∞(B;α) pour α petit. Pour un champ magne´tique B quel-
conque, nous rappelons que nous avons montre´ (voir la sous-section 5.2.4) :
∀α ∈ (0, pi), mana(B;α) ≤ s∞(B;α) (6.66)
ou` mana est de´fini par
mana(B;α) :=
√
(1−Θ20)
(
b22 cos
2
α
2
− b1b2 sinα + b21 sin2
α
2
)
+ Θ20 .
On donne des conditions suffisantes pour avoir s(B;α) < s∞(B;α) :
Lemme 6.34. On rappelle que les polynoˆmes P1 et P2 sont de´finis dans le corollaire 6.32.
(a) Supposons b2 ≤ 1√2 et α ∈ (0, pi) tel que
P1(α, b2) < m
ana(B;α) . (6.67)
Alors la borne infe´rieure sur τ ∈ R des s(B;α, τ) est atteinte.
(b) Supposons b2 > 1√2 et α ∈ (0, pi) tel que
P2(α, b2) < m
ana(B;α) . (6.68)
Alors la borne infe´rieure sur τ ∈ R des s(B;α, τ) est atteinte.
On de´duit un re´sultat important :
The´ore`me 6.35. Soit B un champ magne´tique constante unitaire avec b2 > 0. Pour α
assez petit on a
s(B;α) < s∞(B;α) .
Preuve : On a la comparaison e´le´mentaire suivante :
∀b2 ∈ [0, 1], (4− pi)1/2b2 <
√
(1−Θ20)b22 + Θ20 ,
autrement dit on a pour i ∈ {1, 2} :
Pi(B; 0) < m
ana(B; 0) .
Par continuite´ les conditions (6.67) et (6.68) sont ve´rifie´es pour α assez petit. On de´duit
le the´ore`me a` partir du lemme 6.34. 
Nous notons
αm(B) := sup{α∗ ∈ (0, pi), ∀α ≤ α∗, s(B;α) < s∞(B;α)} (6.69)
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et
αanam (B) := sup{α∗ ∈ (0, pi), ∀α ≤ α∗, Pi(B;α) < mana(B;α)} (6.70)
ou` i = 1 si b2 > 1√2 et i = 2 si b2 ≤ 1√2 . D’apre`s le lemme 6.34 on a
αanam (B) ≤ αm(B) .
Les quantite´s intervenant dans les ine´galite´s (6.67) et (6.68) sont analytiques, on se sert
donc du logiciel Mathematica et de la valeur approche´e de Θ0 fournie par [BN12] pour
estimer avec pre´cision αanam (B). Dans le cas particulier b2 = 1, c’est-a`-dire (γ, θ) = (
pi
2
, 0),
on trouve αanam (B) ≈ 1.2035 et on a
∀α ∈ (0, 1.2035), s(pi
2
, 0;α) < s∞(pi
2
, 0;α) . (6.71)
Dans le cas de la droite tangente, on a vu dans le the´ore`me 5.16 que la borne infe´rieure
des s(B;α, τ) est atteinte en un τ∗ ∈ R, mais que la valeur s(B;α, τ∗) ne correspond pas
toujours a` du spectre discret pour l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ en ge´ne´ral. On peut e´noncer
un re´sultat partiel :
The´ore`me 6.36. Supposons que le champ magne´tique B ve´rifie la condition de la droite
tangente et soit A ∈ A (b3). Si le couple (α, b2) ve´rifie b2 ≤ 1√2 et P1(α, b2) < Θ0, alors
la valeur s(B;α, τ∗) correspond a` du spectre discret pour l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ .
Les hypothe`ses du the´ore`me s’appliquent en particulier si b2 ≤ 1√2 et si l’angle α est
assez petit.
6.4 Simulations nume´riques : approximation de valeurs
propres de l’ope´rateur sur le die`dre
Nous illustrons les fonctions α 7→ s(B;α) a` l’aide de calculs par e´le´ments finis.
Encore une fois nous notons s˘(B;α, τ) une approximation nume´rique de s(B;α, τ) et
nous nous inspirons de la relation (3.18) pour de´finir une approximation de s(B;α) :
s˘(B;α) := inf
τ
s˘(B;α, τ) .
On prend diffe´rents champs magne´tiques B ve´rifiant b2 > 0. Dans la sous-section 6.4.1,
nous prenons B = (0, 1, 0), soit en coordonne´es sphe´riques (γ, θ) = (pi
2
, 0) : le champ
magne´tique est perpendiculaire au plan bissecteur du die`dre et la droite Υ est sortante pour
tout α ∈ (0, pi). Ce choix des parame`tres correspond aux calculs re´alise´s dans la section
5.3. On a A = 0 et l’ope´rateur sur le secteur PA,Sα + VB, τ est re´el. Il est a` re´solvante
compacte pour toute valeur de α ∈ (0, pi) d’apre`s la proposition 4.10. Dans la section
6.4.2, nous prenons B = ( 1√
2
, 1√
2
, 0), soit en coordonne´es sphe´riques (γ, θ) = (pi
2
, pi
4
). Le
champ magne´tique est perpendiculaire a` l’areˆte du die`dre mais pas au plan bissecteur du
die`dre. L’ope´rateur sur le secteur PA,Sα + VB, τ est encore re´el. Le champ magne´tique
est tangent pour α = pi
2
et l’ope´rateur posse`de du spectre essentiel si α ≥ pi − 2θ, soit ici
α ≥ pi
2
(voir la proposition 4.14). Dans la sous-section 6.4.3, nous prenonsB = (1
2
, 1
2
, 1√
2
),
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soit en coordonne´es sphe´riques (γ, θ) = (pi
4
, pi
4
). L’ope´rateur PA,Sα + VB, τ posse`de cette
fois-ci une partie imaginaire. Le champ magne´tique est tangent pour α = pi
2
et encore une
fois l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ posse`de du spectre essentiel si α ≥ pi2 .
Pour ces trois cas, nous re´alisons les calculs pour diffe´rentes valeurs de α ∈ (0, pi) en
nous concentrant en particulier sur le comportement de s˘(B;α) pour α petit et pour α
proche de pi−2θ, c’est-a`-dire lorsque le die`dre est de petite ouverture et lorsque le champ
magne´tique est proche d’un champ tangent au die`dre. Dans les trois cas nous constatons
que limα→0 s˘(B;α) = b2Ξ0.
Nous rappelons que nous avons calcule´ une expression pour s∞(B;α) dans le chapitre 5 :
s∞(B;α) = σaux1 (sin γ cos(
α
2
+ θ)) dans le cas d’un champ non tangent
et
s∞(B;α) = σaux1 (sin γ sinα) dans le cas d’un champ tangent .
Les valeurs de s∞(B;α) sont calcule´es a` partir de ces expressions, de la de´finition de
la fonction σaux1 (x) = σ1(arcsinx) et des valeurs nume´riques calcule´es pour σ1 dans
[BNDPR12] (voir aussi le chapitre 2). Sur les graphes nous allons comparer s˘(B;α) et
s∞(B;α) lorsque le champB n’est pas tangent au die`dre en trac¸ant σaux1 (sin γ cos(
α
2
+θ)).
Dans le cas d’un champ tangent au die`dre, nous avons de´montre´ (voir le the´ore`me 5.16)
que s∞(B;α) < s(B;α), en effet d’apre`s le corollaire 4.18 et les calculs de limites du
chapitre 5, on a pour un champ qui ve´rifie la condition de la droite tangente
s(B;α) ≤ Θ0 < s∞(B;α) .
6.4.1 Cas d’un champ perpendiculaire au plan bissecteur
Sur la figure 6.6, nous avons pris B = (0, 1, 0), c’est-a`-dire γ = pi
2
et θ = 0. Le
champ magne´tique est perpendiculaire au plan bissecteur du die`dre : nous sommes dans
la situation de´ja` e´tudie´e dans la section 5.3 et l’ope´rateur sur le secteur PA,Sα + VB, τ est
a` re´solvante compacte pour toute valeur de α. Lorsque α tend vers 0, s˘(B;α) converge
vers Ξ0, cf. table 6.1. Ceci appuie la conjecture 6.30. On constate que s˘(B;α) de´croıˆt
avec α de Ξ0 jusqu’a` Θ0 (voir aussi la proposition 8.14). On de´montre dans [PR12] que
s(B;α) de´croıˆt avec α. Ceci contraste avec la conjecture de la croissance de µ(α) (voir
[ABN06] ou [BNDMV07]). On a aussi trace´ le majorant analytique P2(α, b2) de s(B;α)
fourni par le corollaire 6.32. On trace la fonction s∞(B;α), ici e´gale a` σ1(pi−α2 ) et son
minorant analytique mana(B;α) fourni par le corollaire 5.6. Nous rappelons que nous
avons montre´ s(B;α) < s∞(B;α) pour α assez petit. Nous avons place´ en abscisse le
re´el αanam (B) : il s’agit du plus grand re´el tel que l’ine´galite´ P2(α, b2) < m
ana(B;α)
est ve´rifie´e. On a αanam (B) ≈ 1.20351. On constate que la zone (0, αm) pour laquelle la
relation s(B;α) < s∞(B;α) est vraie semble eˆtre tout l’intervalle (0, pi).
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FIGURE 6.6 – Valeurs des parame`tres : (γ, θ) = (pi
2
, 0), soit B = (0, 1, 0). s˘(B;α) selon
α
pi
compare´ au majorant P2(α, b2) de´fini en (6.62), a` la quantite´ s∞(B;α) donne´e par le
the´ore`me 5.4 et au minorant mana de s∞ fourni par (6.66), ainsi qu’aux constantes Θ0 et
Ξ0b2.
α/pi s˘(B;α)
0.010 0.86296
0.025 0.86293
0.050 0.86225
0.075 0.86115
0.100 0.85949
0.125 0.85754
0.150 0.85529
0.200 0.84941
TABLE 6.1 – Valeurs des parame`tres : (γ, θ) = (pi
2
, 0). Convergence de s˘(B;α) vers
Ξ0 ≈ 0.86299 lorsque α tend vers 0.
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Nous rappelons la relation s˘(B;α) := infτ s˘(B;α, τ). Sur les figures 6.7 et 6.8, nous
trac¸ons les valeurs de s˘(B;α, τ) selon τ pour α = pi
10
et α = pi
2
. Nous comparons ces
valeurs a` la fonction τ 7→ ζ1(τ) calcule´e par e´le´ments finis dans la sous-section 6.2.4 (dans
ce paragraphe on confond ζ˘1 et ζ1). On constate que pour α = pi10 , les valeurs de s˘(B;α, τ)
sont proches de ζ1(τ), en particulier la valeur infe´rieure des s˘(B;α, τ) est proche de Ξ˘0.
On remarque sur la figure 6.8 que pour α = pi
10
, la valeur de τ pour laquelle s˘(B;α, τ) est
minimal est proche de l’approximaton τ˘0 calcule´e dans la sous-section 6.2.4, ou` τ˘0 ve´rifie
ζ1(τ˘0) = Ξ˘0.
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FIGURE 6.7 – Valeurs des parame`tres : (γ, θ) = (pi
2
, 0) et α ∈ { pi
10
, pi
2
}. s˘(B;α, τ) selon τ
pour τ = k/10 avec 0 ≤ k ≤ 35 puis pour τ = k/20 avec 25 ≤ k ≤ 35 compare´ a` ζ1(τ)
et Ξ0.
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FIGURE 6.8 – Valeur des parame`tres : (γ, θ) = (pi
2
, 0) et α ∈ { pi
10
, pi
2
}. s˘(B;α, τ) selon τ
pour τ = k/20 avec 25 ≤ k ≤ 35 compare´ a` ζ1(τ) et Ξ0.
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6.4.2 Cas d’un champ perpendiculaire a` l’areˆte
Sur les figures 6.9 et 6.10, on a pris γ = pi
2
et θ = pi
4
, soit en coordonne´es carte´siennes
B = ( 1√
2
, 1√
2
, 0). L’ope´rateur associe´ sur le secteur PA,Sα + VB, τ est re´el et la droite Υ
est respectivement sortante, tangente puis entrante pour α < pi
2
, α = pi
2
et α > pi
2
. En
particulier pour α < pi
2
, l’ope´rateur sur le secteur est a` re´solvante compacte.
On voit que s˘(B;α) converge vers b2Ξ0 par valeurs supe´rieures quand α tend vers 0.
On a trace´ le majorant analytique P1(α, b2) donne´ en (6.63). On compare ces calculs a`
la fonction α 7→ σaux1 (sin γ sin(α2 + θ)) qui correspond a` s∞(B;α) pour un champ non
tangent. On a aussi trace´ le minorant mana de s∞ fourni par (6.66). On a note´ αanam le plus
grand re´el tel que P1(α, b2) < mana(B;α) pour tout α ∈ (0, αanam ). Ici on a αanam ≈ 0.629.
La majoration stricte s(B;α) < s∞(B;α) est de´montre´e sur (0, αm) et donc αanam ≤ αm.
On constate que pour tout α ∈ (0, pi) on a s˘(B;α) < s∞(B;α) : il semble que l’on a
encore αm = pi. Sur la figure 6.10, on a zoome´ sur la zone proche du champ tangent,
c’est-a`-dire pour α proche de pi
2
. On a
s˘(B; pi
2
) ≈ Θ0 (6.72)
ce qui illustre bien le the´ore`me 4.21. Il semble de plus d’apre`s ces calculs que la fonction
α 7→ s(B;α) n’est pas de´rivable en α = pi
2
.
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FIGURE 6.9 – Valeurs des parame`tres : (γ, θ) = (pi
2
, pi
4
), soit B = ( 1√
2
, 1√
2
, 0). s˘(B;α)
selon α
pi
compare´ au majorant P1(α, b2) de´fini en (6.63), a` la quantite´ σaux(sin γ cos(α2 +θ))
et a` son minorant mana(B;α) fourni par (6.66), ainsi qu’aux constantes Θ0 et Ξ0b2.
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FIGURE 6.10 – Valeurs des parame`tres : (γ, θ) = (pi
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). Zoom pre`s du champ tangent.
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6.4.3 Un troisie`me cas
Sur les figures 6.11 et 6.12, on a pris γ = pi
4
et θ = pi
4
, soit en coordonne´es carte´siennes
B = (1
2
, 1
2
, 1√
2
). En comparaison aux calculs de la figure 6.9, le champ magne´tique ici est
plus proche de l’areˆte et l’ope´rateur sur le secteur posse`de une partie imaginaire.
On observe que la limite des s˘(B;α) quand α tend vers 0 est toujours b2Ξ0. Ici on
a b2 = 12 et cette limite est strictement infe´rieure a` Θ0, les valeurs de s˘(B;α) sont donc
infe´rieures a` Θ0 pour α assez petit comme e´nonce´ au the´ore`me 6.33. On remarque que
α 7→ s˘(B;α) est cette fois-ci croissante sur (0, pi). De plus on a encore
∀α ∈ (0, pi), s˘(B;α) < s∞(B;α) .
On constate en particulier sur la figure 6.12 que pour un champ tangent (α = pi
2
), la valeur
s˘(B; pi
2
) est le´ge`rement infe´rieure a` Θ0 (contrairement au cas pre´ce´dent, cf. (6.72)), et que
la fonction α 7→ s(B;α) semble cette fois-ci re´gulie`re en α = pi
2
. De plus si on note τ˘∗
la valeur nume´rique telle que s˘(B; pi
2
) = s˘(B; pi
2
, τ˘∗), on a trouve´ τ˘∗ ≈ ξ0√2 ou` ξ0 est de´fini
dans la proposition 1.3, et donc d’apre`s la proposition 4.15 :
s ess(B;
pi
2
, τ˘∗) ≈ Θ0 (6.73)
Les e´le´ments sont de degre´ P2. On a choisi comme domaine de calcul le maillage en
triangles Tri(40, 20, α) pour α < 9pi
10
et α 6= pi
2
(voir la section C.1 pour le choix des
maillages). Pour α = pi
2
, la valeur propre calcule´e s˘(B;α, τ˘∗) est proche du spectre es-
sentiel Θ0. Il nous a fallu agrandir le domaine en prenant Tri(40, 50, pi2 ). Pour α ≥ 9pi10 ,
les vecteurs propres calcule´s sont moins concentre´s et il faut agrandir la taille du domaine
de calcul : on a pris Tri(40, 40, α) et il est alors difficile de garder un maillage suffisam-
ment fin pour capter les oscillations des vecteurs propres. Ceci explique pourquoi la valeur
s˘(B; 95pi
100
) est trop e´leve´e.
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FIGURE 6.11 – Valeurs des parame`tres : (γ, θ) = (pi
4
, pi
4
), soit B = (1
2
, 1
2
, 1√
2
). s˘(B;α)
selon α
pi
compare´ au majorant P1(α, b2) de´fini en (6.63), a` la quantite´ σaux(sin γ cos(α2 +θ))
et a` son minorant mana(B;α) fourni par (6.66), ainsi qu’aux constantes Θ0 et Ξ0b2.
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FIGURE 6.12 – Valeurs des parame`tres : (γ, θ) = (pi
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). Zoom pre`s du champ tangent.
Chapitre 7
Le cas du champ bissecteur
Dans ce chapitre nous supposons que le champ magne´tique B ve´rifie b2 = 0, c’est-
a`-dire que le champ magne´tique est contenu dans le plan bissecteur P du die`dre. Nous
rappelons que (γ, θ) de´signe les coordonne´es polaires du champ magne´tique B. On a
alors θ = pi
2
et
B = (sin γ, 0, cos γ) .
Nous e´tudions l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ . Nous montrons d’abord que pour τ fixe´ non
nul, le bas du spectre de cet ope´rateur reste minore´ par une constante strictement positive
quand α tend vers 0. Nous nous inte´ressons ensuite en de´tail au cas τ = 0. Afin d’abre´ger
les notations, nous notons dans ce chapitre
κ(γ, α) := s(γ, pi
2
;α, 0) .
Nous construisons des quasi-modes en puissances de α pour l’ope´rateur PA,Sα + VB, τ
quand α tend vers 0. On rappelle que dans le cas γ = 0, on a κ(0, α) = µ(α) ou` la fonction
α 7→ µ(α) a e´te´ de´crite dans la section 3.2. On retrouve les quasi-modes de [Bon05] et les
techniques issues de [Bon05] permettent d’obtenir un de´veloppement asymptotique des
paires propres en puissances de α a` tout ordre. Nous montrons que dans certains cas le
quasi-mode a` deux termes s’annule en un unique point de la bissectrice du secteur. Nous
comparons les vecteurs propres calcule´s par e´le´ments finis avec ces quasi-modes a` deux
termes et nous e´tudions l’influence du parame`tre γ.
7.1 Le cas d’un parame`tre de Fourier non nul
On a une proprie´te´ spe´cifique au cas b2 = 0 :
Proposition 7.1. On suppose b2 = 0. Alors la fonction τ 7→ s(B;α, τ) est paire.
Preuve : Nous choisissons de travailler avec la jauge AR(x1, x2) = (−x2b3, 0). On a
PAR,Sα + VB, τ = (Dx1 + b3x2)
2 +D2x2 + (x2 − τ)2 .
On re´alise le changement de variable X2 = −x2 qui laisse le secteur invariant et on
constate que PAR,Sα + VB, τ est unitairement e´quivalent a` P−AR,Sα + VB,−τ . On conclut
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avec la proposition B.5. 
Puisque la fonction τ 7→ s(B;α, τ) est continue, on de´duit de cette proposition qu’elle
admet un extremum local en τ = 0. De nombreuses simulations nume´riques (voir la sous-
section 7.1.2) donnent une forte pre´somption pour que cet extremum local soit en re´alite´
un minimum global.
7.1.1 Une minoration
Comme dans [BH93], nous notons λ(a, τ) le bas du spectre de la re´alisation de Neu-
mann de l’oscillateur harmonique −∂2t + t2 sur l’intervalle (−a+ τ, a+ τ) avec a > 0 et
τ ∈ R. On e´tudie les limites de a 7→ λ(a, τ). Comme pour l’ope´rateur de de Gennes hNτ ,
on a par comparaison avec l’oscillateur harmonique re´el (voir [Bol92] et [BH93]) :
∀τ ∈ R, lim
a→+∞
λ(a, τ) = 1 . (7.1)
Quand a est petit, on a :
Proposition 7.2. Soit τ 6= 0 fixe´, on a
lim
a→0
λ(a, τ) = τ 2 . (7.2)
Preuve : Supposons par exemple que τ > 0. Alors pour a assez petit, on a
∀t ∈ (τ − a, τ + a), t2 ≥ (τ − a)2 .
On de´duit lim infa→0 λ(a, τ) ≥ τ 2. En prenant comme quasi-mode une fonction constante
sur l’intervalle (τ − a, τ + a), on obtient rapidement
λ(a, τ) ≤ τ 2 + a
2
3
.

Dans le cas τ 6= 0, on de´montre que les (λ(a, τ))a∈R+ sont minore´s par une constante
strictement positive :
Corollaire 7.3. Soit τ 6= 0 un re´el, il existe une constante c(τ) > 0 telle que
∀a ∈ (0,+∞), λ(a, τ) ≥ c(τ) .
Preuve : La forme quadratique associe´e a` la re´alisation de Neumann de l’oscillateur
harmonique sur (τ − a, τ + a) est
u 7−→
∫ τ+a
τ−a
|u′(t)|2 + t2|u|2 dt .
Soit τ ∈ R et a > 0. Si λ(τ, a) = 0, alors un vecteur propre uτ,a associe´ est de classe
C∞ et ve´rifie u′τ,a = 0, elle est donc constante. Mais les fonctions constantes non nulles
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ne ve´rifient pas l’e´quation aux valeurs propres −u′′(t) + t2u(t) = 0 sur l’intervalle (τ −
a, τ + a). Ceci est une contradiction, on a donc
∀τ ∈ R, ∀a > 0, λ(a, τ) > 0 .
D’apre`s (7.1) et (7.2), la fonction a 7→ λ(a, τ) admet des limites strictement positives en
a → 0 et en a → +∞ de`s que τ 6= 0. Nous avons de plus montre´ que cette fonction ne
annule pas. Puisqu’elle est continue, elle est minore´e par une constante strictement posi-
tive. 
Dans le cas τ = 0, l’asymptotique suivante est connue (voir par exemple [DH93b]) :
λ(a, 0) =
a2
3
+O(a6) . (7.3)
En utilisant la re´alisation de Neumann sur des intervalles borne´s de l’oscillateur harmo-
nique, nous montrons
Proposition 7.4. Soit B un champ magne´tique constant unitaire avec b2 = 0. On a
∀τ 6= 0, ∃C > 0, ∀α ∈ (0, pi), s(γ, pi
2
;α, τ) ≥ C . (7.4)
Preuve : Le cas b1 = 0 correspond au champ B = (0, 0, 1) tangent a` l’areˆte. La
proposition est alors claire puisque s(0, pi
2
;α, τ) = µ(α) + τ 2. Dans le cas b1 6= 0,
nous travaillons avec la jauge AR(x1, x2) = (−x2b3, 0). La forme quadratique associe´e a`
l’ope´rateur PAR,Sα + VB, τ est alors
QAS, τ (u) =
∫
Sα
|(Dx1 + x2b3)u|2 + |Dx2u|2 + (x2b1 − τ)2|u|2 dx1 dx2
≥
∫
Sα
|Dx2u|2 + (x2b1 − τ)2|u|2 dx1 dx2 .
En utilisant un changement d’e´chelle puis en inte´grant d’abord par rapport a` la variable
x2, on utilise la re´alisation de Neumann de l’oscillateur harmonique sur des intervalles :
QAS, τ (u) ≥ b1
∫
Sα
|Dx2u|2 + (x2 − τb−1/21 )2|u|2 dx1 dx2
≥
∫
x1>0
(∫
|x2|<tan α2 x1
|Dx2u|2 + (x2 − τb−1/21 )2|u|2 dx2
)
dx1
≥
∫
x1>0
λ
(
tan α
2
, τb
−1/2
1
)(∫
|x2|<tan α2 x1
|u|2 dx2
)
dx1
≥ c(τb−1/21 )‖u‖2L2(Sα) .
ou` la constante c(τb−1/21 ) est issue du corollaire 7.3. 
Ainsi pour τ fixe´ non nul, on de´duit du principe du min-max que la limite infe´rieure
quand α tend vers 0 de s(γ, pi
2
;α, τ) est strictement positive. Nous verrons que ce n’est
pas le cas si τ = 0.
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7.1.2 Illustration nume´rique
Dans le cas particulier b2 = 0, on a θ = pi2 et les limites de s(B;α, τ) sont les meˆmes
quand τ tend vers +∞ et −∞, on a en particulier :
s∞(γ, pi
2
;α) = σaux(sin γ sin α
2
) .
Sur la figure 7.1 nous trac¸ons les valeurs calcule´es s˘(γ, θ;α, τ) associe´es a` l’ope´rateur
PA,Sα + VB, τ pour un champ bissecteur (θ =
pi
2
) et un angle d’ouverture α = pi
2
. Nous
avons fait les calculs pour γ = pi
2
(cas d’un champ perpendiculaire a` l’areˆte) et γ = pi
10
(cas d’un champ proche de l’areˆte). On constate que les valeurs propres calcule´es sont
minimales pour τ = 0. On a aussi repre´sente´ les valeurs limites s∞(B;α) pre´vues par
le the´ore`me 5.7. On constate que les valeurs s˘(B;α, τ) se rapprochent de s∞(B;α) par
valeurs infe´rieures pour |τ | grand. Nous avons aussi trace´ µ(pi
2
) en prenant comme valeur
celle calcule´e dans [BNDMV07]. On note I := [−1.5 : 0.1 : 1.5] l’ensemble des valeurs
de τ pour lesquelles on a effectue´ le calcul et s˘(γ, pi
2
, pi
2
, τ) les valeurs propres calcule´es
nume´riquement. On constate que
∀τ ∈ I, µ(pi
2
) < s˘( pi
10
, pi
2
, pi
2
, τ) < s˘(pi
2
, pi
2
, pi
2
, τ) .
Sur la figure 7.2 nous avons repre´sente´ les meˆmes quantite´s pour un angle d’ouverture
α = 4pi
5
. Encore une fois les diverses quantite´s calcule´es sont supe´rieures a` la valeur de
µ(4pi
5
) calcule´e dans [BNDMV07].
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FIGURE 7.1 – Valeurs des parame`tres : θ = pi
2
, α = pi
2
. s˘(γ, θ;α, τ) selon τ pour γ ∈
{ pi
10
, pi
2
} et τ = k
10
, −15 ≤ k ≤ 15 compare´ a` σaux1 (sin γ sin α2 ), Θ0 et µ(α). Domaine de
calcul : Tri(20, 15, pi
10
). Degre´ : P4.
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FIGURE 7.2 – Valeurs des parame`tres : θ = pi
2
, α = 4pi
5
. s˘(γ, θ;α, τ) selon τ pour γ ∈
{ pi
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, pi
2
} et τ = k
10
, −15 ≤ k ≤ 15 compare´ a` σaux1 (sin γ sin α2 ), Θ0 et µ(α). Domaine de
calcul : Tri(20, 10, 4pi
5
). Degre´ : P4.
Ces calculs nume´riques ainsi que les re´sultats de la sous-section 7.1.1 laissent penser
que τ = 0 est un minimum global pour la fonction τ 7→ s(B;α, τ) lorsque le champ B
est contenu dans le plan bissecteur du die`dre. Nous sommes donc amene´s a` formuler la
conjecture suivante :
Conjecture 7.5. Soit B de coordonne´es sphe´riques (γ, 0) un champ magne´tique contenu
dans le champ bissecteur du die`dre avec γ ∈ (0, pi
2
]. Alors pour tout α ∈ (0, pi), le re´el
τ = 0 est un minimum global de s(B;α, τ) et on a
∀α ∈ (0, pi), λ(B;Dα) = s(B;α) = κ(γ, α) (7.5)
ou` on a note´ κ(γ, α) := s(B;α, 0).
7.2 Changements de coordonne´es et premier quasi-mode
On e´tudie dans la suite de ce chapitre un cas particulier motive´ par la conjecture 7.5 :
Dans toute la suite de ce chapitre, on suppose τ = 0
Dans ce cas particulier l’ope´rateur PAS,Sα + VB, 0 s’e´crit(
Dx1 −
x2
2
b3
)2
+
(
Dx2 +
x1
2
b3
)2
+ b21x
2
2 . (7.6)
et la droite Υ d’annulation du potentiel est la bissectrice du secteur. Nous rappelons que
Ω0 est la demi-bande infinie (0,+∞)× (−12 , 12). Au chapitre 6 nous avons re´alise´ dans la
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forme quadratique associe´e a` l’ope´rateur PAS,Sα + VB, τ les transformations successives
suivantes :
– Le changement de variables associe´ aux coordonne´es polaires (r, φ) ,
– Le changement de jauge associe´ a` la fonction ϕ(r, φ) := r
2
2
φ ,
et nous avons abouti a` la forme QpolB, τ e´crite en (6.1). Pour le cas τ = 0, nous re´alisons
maintenant le changement d’e´chelle (t, η) = (α r
2
2
, φ
α
). On obtient (cf [Bon05]) que la
forme quadratique associe´e a` PAS,Sα + VB, 0 est unitairement e´quivalente a` la forme
α
(∫
Ω0
2t|(∂t − iηb3)u|2 + 1
2α2t
|∂ηu|2 + 2sin
2 αη
α2
tb21|u|2 dt dη
)
:= Qα(u) (7.7)
sur le domaine de forme
Dom(Qα) ={
u ∈ L2(Ω0),
√
t(∂t − iηb3)u ∈ L2(Ω0), 1√
t
∂ηu ∈ L2(Ω0), sin(αη)
√
t u ∈ L2(Ω0)
}
.
(7.8)
En construisant un quasi-mode comme dans [Bon03b] on obtient
Proposition 7.6.
κ(γ, α) ≤ α√
3
+
√
3 sin2 γ
120
α3 . (7.9)
Preuve : On utilise le quasi-mode u0(t, η) = 3−1/4e
− t
2
√
3 issu de [Bon03b]. On calcule
d’abord ∫ 1/2
−1/2
η2 dη =
1
12
et
∫ 1/2
−1/2
sin2(αη) dη =
1− sincα
2
.
On obtient
Qα(u0) = α
∫
R+
2t|u′0|2 +
(
1
6
b23 +
1− sincα
α2
b21
)
t|u0|2 dt .
En utilisant une ine´galite´ de Taylor, on de´duit
Qα(u0) ≤ α
∫
R+
2t|u′0|2 +
(
b23 + b
2
1
6
+
α2
120
b21
)
t|u0|2 dt .
Or on a ∫
R+
2t|u′0|2 +
t
6
|u0|2 dt = 1√
3
et
∫
R+
t|u0(t)|2 dt =
√
3
d’ou` le re´sultat. 
On de´duit une comparaison entre s(B;α) et la quantite´ spectrale mode`le Θ0 :
Corollaire 7.7. Soit B un champ magne´tique tangent unitaire tel que b2 = 0. Si le couple
(B, α) ve´rifie α√
3
+
√
3b21
120
α3 < Θ0, alors on a
s(B;α) < Θ0 .
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On obtient aussi une comparaison entre s(B;α) et s∞(B;α) :
Corollaire 7.8. Soit B un champ magne´tique tangent unitaire tel que b2 = 0. Si le couple
(B, α) ve´rifie α√
3
+
√
3b21
120
α3 < s∞(B;α), alors la borne infe´rieure sur τ des s(B;α, τ) est
atteinte.
On note que la condition de ce corollaire est satisfaite de`s que α√
3
+
√
3 sin2 γ
120
α3 ≤ Θ0.
Remarque 7.9. On a nume´riquement :
∀α ∈ (0, 0.9972), α√
3
+
√
3 sin2 γ
120
α3 < Θ0 .
7.3 Calcul de l’asymptotique
Nous reprenons les e´le´ments de [Bon05] pour calculer un de´veloppement asympto-
tique de κ(γ, α) quand α tend vers 0. Dans un premier temps nous de´veloppons l’ope´rateur
associe´ a` la forme quadratique (7.7) en puissances de α. Comme dans la section 2.4, nous
cherchons les paires propres sous la forme de se´ries formelles. Nous construisons ainsi
un quasi-mode a` tout ordre en puissances de α et obtenons une majoration de κ(γ, α).
Un des ope´rateurs mode`les rencontre´s est l’ope´rateur de Laguerre l (voir (6.12)). Les
techniques semi-classiques de [Bon05] permettent de donner une minoration de la valeur
propre κ(γ, α) et fournissent une asymptotique en puissances de α.
7.3.1 De´veloppement en se´rie formelle
La forme sesquiline´aire associe´e a` la forme quadratique Qα est
`α(u, v) = α
∫
Ω0
2t(Dt − b3η)u(Dt − b3η)v + 1
2α2t
DηuDηv + 2tb
2
1
sin2(αη)
α2
uv dt dη
et l’ope´rateur associe´ est
Lα := α
(
2t(Dt − b3η)2 + 1
2α2t
D2η + 2tb
2
1
sin2(αη)
α2
)
sur le domaine
Dom(Lα) :=
{
u ∈ Dom(Qα), t(Dt − b3η)2u ∈ L2(Ω0), 1√
t
∂2ηu ∈ L2(Ω0),
(∂ηu)η=± 1
2
= 0, (t(Dt − b3η)u)t=0 = 0
}
. (7.10)
On utilise le de´veloppement
sin2(αη)
α2
=
1− cos(2αη)
2α2
=
+∞∑
k=1
(−1)k (2αη)
2k
2.(2k)!α2
=
+∞∑
k=0
(−1)k (2η)
2k+2
2.(2k + 2)!
α2k .
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On de´veloppe ensuite la forme `α en puissances de α : on a au sens des se´ries formelles
`α(u, v) = α
+∞∑
k=−1
`k(u, v)α
2k
avec 
`−1(u, v) =
1
2
∫
Ω0
1
t
∂ηu∂ηv dt dη
`0(u, v) =
∫
Ω0
2t(Dt − b3η)u(Dt − b3η)v + 2tη2b21uv dt dη
`k(u, v) =
(−1)k22k+2
(2k + 2)!
∫
Ω0
tη2k+2uv dt dη , k ≥ 1 .
Les extensions de Friedrichs de ces formes sesquiline´aires a` partir de Dom(Qα) sont
note´es Lk avec : 
L−1 :=
1
2t
D2η ,
L0 := 2(Dt − b3η)t(Dt − b3η) + 2tη2b21 ,
Lk := (−1)kb21
22k+2
(2k + 2)!
tη2k+2 , k ≥ 1 .
On a en particulier
`1(u, v) = −2b
2
1
3
∫
Ω0
tη4uv dt dη et L1 = −2b
2
1
3
tη4 . (7.11)
On re´sout le proble`me aux valeurs propres en cherchant une paire propre κγ[α], uγ[α] sous
la forme de se´ries en puissances de α, plus pre´cise´ment nous construisons une solution
formelle en puissances de α :
κγ[α] = α
+∞∑
k=−1
κγkα
2k et uγ[α] =
+∞∑
k=0
uγkα
2k
ou` uγ[α] ve´rifie la condition de Neumann en η = −1
2
et η = 1
2
. On cherche donc a`
re´soudre (au sens des se´ries formelles) :{
`α(uγ[α], v) = κγ[α]〈uγ[α], v〉L2(Ω0) ∀v ∈ Dom(Qα) ,(
∂ηu
γ[α]
)
η=
1
2
= (∂ηu
γ[α])
η=−1
2
= 0 .
(7.12)
En posant uγ−1 = 0, ceci nous ame`ne a` de´terminer par re´currence les suites (κ
γ
k)k≥−1 et
(uγk)k≥−1. On cherche ces suites de manie`re a` avoir pour tout v dans Dom(Qα) :
`−1(u
γ
0 , v)− κγ−1〈uγ0 , v〉L2(Ω0) = 0 ,
`−1(u
γ
k−1, v)− κγ−1〈uγk−1, v〉L2(Ω0) =
k−1∑
p=1
κγp−1〈uγk−p−1, v〉 −
k−1∑
p=1
`p−1(uk−p−1, v) , k ≥ 1 ,
∂ηuk−1(t,−12) = ∂ηuk−1(t, 12) = 0 , t > 0 .
(7.13)
7.3. CALCUL DE L’ASYMPTOTIQUE 251
7.3.2 Construction de quasi-mode
Premier terme
On a S(L−1) = [0,+∞) et les vecteurs propres associe´s a` la valeur propre 0 sont les
fonctions inde´pendantes de η. Nous notons Π le projecteur orthogonal sur kerL−1. On a
une forme explicite pour ce projecteur :
Π : u 7→
∫ 1/2
−1/2
u(t, η) dη .
La premie`re e´quation impose L−1u
γ
0 = κ
γ
−1u
γ
0 . Puisque nous cherchons la plus petite
valeur propre nous prenons
κγ−1 = 0 et u
γ
0 ∈ kerL−1 , (7.14)
c’est-a`-dire une fonction uγ0 qui ne de´pend que de la variable t.
Deuxie`me terme et rappels sur l’ope´rateur moyenne´
La deuxie`me e´quation s’e´crit
L−1u1 = κ
γ
0u
γ
0 − L0uγ0 , (7.15)
ou encore sous forme variationnelle :
∀v ∈ Dom(Qα), `−1(uγ1 , v) = κγ0〈uγ0 , v〉 − `0(uγ0 , v) .
On restreint cette e´galite´ aux fonctions v ∈ S(R+) (qui sont bien dans kerL−1). Pour cela
on calcule pour v ∈ S(R+) :
`0(u
γ
0 , v) =
∫
R+
2Dtu
γ
0 Dtv dt− b3
(∫
R+
2t
(
Dtu
γ
0 v + u
γ
0 Dtv
)
dt
)(∫ 1/2
−1/2
η dη
)
+
(
b21 + b
2
3
)(∫
R+
2tuγ0 v dt
)(∫ 1/2
−1/2
η2 dη
)
=
∫
R+
2tDtu
γ
0 Dtv +
t
6
uγ0 v dt ,
ou` on a utilise´ le fait que le champ B = (b1, 0, b3) est unitaire. On obtient donc :
∀v ∈ S(R+),
∫
R+
2tDtu
γ
0 Dtv +
t
6
uγ0 v dt = κ
γ
0〈uγ0 , v〉L2(R+) . (7.16)
Comme dans [Bon03b], nous introduisons l’extension de Friedrichs associe´e a` ce proble`me
variationnel :
lmoy = 2DttDt +
t
6
(7.17)
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de´finie dans sur le domaine (voir [BC72])
W21 (R+) := {u ∈ H1(R+), tu ∈ H2(R+)} . (7.18)
On sait (voir [Bon05]) que cet ope´rateur est a` re´solvante compacte et son spectre est
constitue´ de valeurs propres simples. En effet l’ope´rateur lmoy est unitairement e´quivalent
a` 1
2
√
3
l ou` l est l’ope´rateur de Laguerre de´fini en (6.12). On de´duit :
S(lmoy) =
{
2k − 1√
3
, k ≥ 1
}
. (7.19)
Nous notons κmoy := 1√
3
la plus petite valeur propre et
umoy : t 7→ 3−1/4e− t2√3
un vecteur propre normalise´ associe´. On constate que l’ope´rateur lmoy est identique a`
l’ope´rateur ΠL0 restreint au domaine kerL−1. En projetant (7.15) sur kerL−1, on est
amene´ a` re´soudre
lmoyuγ0 = κ
γ
0u
γ
0 . (7.20)
Notons que nous avons pre´sente´ le proble`me variationnel pour mieux de´crire l’ope´rateur
ΠL0 restreint a` kerL−1, et que l’e´quation aux valeurs propres (7.20) est bien e´quivalente
au proble`me variationnel (7.16). Ainsi en utilisant (7.19) nous prenons
κγ0 = κ
moy =
1√
3
et uγ0 = u
moy . (7.21)
Il est remarquable que (κγ0 , u
γ
0) ne de´pend pas de γ.
Re´solution au rang k
ENONCE´ DES HYPOTHE`SES DE RE´CURRENCE. Supposons donc la suite (κγk, u
γ
k)k
construite jusqu’au rang n − 1 (n ≥ 1). Par hypothe`se de re´currence, on suppose pour
0 ≤ k ≤ n− 1 : 
L−1u
γ
k =
k∑
p=1
(κγp−1 − Lp−1)uγk−p , (7.22a)
∀t > 0, ∂ηuγk(t,−12) = ∂ηuγk(t, 12) = 0 , (7.22b)
k+1∑
p=1
(κγp−1 − Lp−1)uγk+1−p ∈ (kerL−1)⊥ . (7.22c)
Nous supposons de plus que l’on peut e´crire de manie`re unique
uγk = v
γ
k + v
γ,⊥
k , v
γ
k ∈ (kerL−1) ∩ {umoy}⊥, vγ,⊥k ∈ (kerL−1)⊥ (7.23)
avec la convention vγ,⊥0 = 0. Nous supposons que pour k ≥ 0, vγk et vγ,⊥k sont de la forme
P γk u
moy et Qγku
moy ou` P γk est un polynoˆme re´el en t de degre´ 3k et Qk est un polynoˆme
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complexe en (t, η) de degre´ 3k− 1 en t et de degre´ 4k en η (avec la convention qu’un po-
lynoˆme de degre´ −1 est nul). De plus tous les termes de Qγk de degre´ pair (respectivement
impair) en η ont un coefficient re´el (respectivement imaginaire pur).
DESCRIPTION DES HYPOTHE`SES DE RE´CURRENCE. Nous de´crivons ici ces hypothe`ses
de re´currence. L’e´quation (7.22b) assure uγk ∈ Dom(L−1). La condition (7.22c) au rang
k est une condition (dite de compatibilite´) ne´cessaire pour re´soudre l’e´quation (7.22a) au
rang k + 1. Dans la de´composition (7.23), vγk est une fonction ne de´pendant pas de η et
vγ,⊥k est une fonction ve´rifiant ∫ 1/2
−1/2
vγ,⊥n (t, η) dη = 0 .
Nous verrons dans la construction que ces deux fonctions ont bien la structure “polynoˆme-
exponentielle” annonce´e.
HE´RE´DITE´ DES HYPOTHE`SES. Les hypothe`ses de re´currence sont satisfaites au rang 0
graˆce aux choix de uγ0 et κ
γ
0 faits en (7.21). Nous construisons maintenant (κ
γ
n, u
γ
n). Nous
utilisons la de´composition uγn = v
γ
n + v
γ,⊥
n . Nous sommes amene´s a` re´soudre
L−1vγ,⊥n =
n∑
p=1
(κγp−1 − Lp−1)uγn−p , (7.24a)
∀t > 0, ∂ηvγ,⊥n (t,−12) = ∂ηvγ,⊥n (t, 12) = 0 , (7.24b)
Πvγ,⊥n = 0 . (7.24c)
La relation (7.22c) au rang n−1 nous permet de dire que le second membre de (7.24a) est
dans (kerL−1)⊥. Le lemme 4.6 de [Bon05] permet de de´terminer vγ,⊥n de manie`re unique.
Sous les hypothe`ses de re´currence, le membre de droite de (7.24a) est de la forme Q˜umoy
ou` Q˜ est un polynoˆme de degre´ (4n− 4) + 2 en η et (3n− 3) + 1 en t. De plus en utilisant
la forme des Lk pour k ≥ 0, on constate que les termes de degre´ pair en η sont encore
re´els et ceux impairs en η sont imaginaires purs. On de´duit de [Bon05, lemme 4.7] que
vγ,⊥n est de la forme Q
γ
nu
moy ou` Qγn est un polynoˆme de degre´ 4n en η et 3n − 1 en t. De
plus les termes en η ont encore les structures relatives a` leur parite´ e´nonce´es plus haut.
Nous exploitons maintenant l’e´quation (7.22c) au rang n. Puisque umoy ∈ kerL−1, on a〈
n+1∑
p=1
(κγp−1 − Lp−1)uγn+1−p, umoy
〉
L2(Ω0)
= 0 ,
et puisque chaque uk (avec k ≤ n− 1) est dans le domaine de tous les Lp (p ≥ −1) :〈
n+1∑
p=1
uγn+1−p, (κ
γ
p−1 − Lp−1)umoy
〉
L2(Ω0)
= 0 .
On de´duit
κγn‖umoy‖2L2(R+) =
n+1∑
p=2
〈
uγn+1−p, (κ
γ
p−1 − Lp−1)umoy
〉
L2(Ω0)
+〈(L0 − κmoy)uγn, umoy〉L2(Ω0) .
(7.25)
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A ce stade uγn n’est pas encore construit mais nous pouvons tout de meˆme de´duire κ
γ
n. En
effet, puisque vγn ne de´pend pas de η, on a
〈(L0 − γγ0 )vγn, umoy〉L2(Ω0) =
∫
R+
(lmoy − κmoy)vγnumoy dt
=
∫
R+
vγn(l
moy − κmoy)umoy dt
= 0 .
Ainsi on a
〈(L0 − κmoy)uγn, umoy〉L2(Ω0) = 〈(L0 − κmoy)vγ,⊥n , umoy〉L2(Ω0)
et puisque umoy est norme´, κγn est de´termine´ de manie`re unique :
κγn =
n+1∑
p=2
〈
uγn+1−p, (κ
γ
p−1 − Lp−1)umoy
〉
L2(Ω0)
+
〈
(L0 − κmoy)vγ,⊥n , umoy
〉
L2(Ω0)
. (7.26)
Il nous reste a` de´terminer vγn. La condition (7.22c) fournit
∀v ∈ kerL−1, 〈(L0 − κmoy)uγn, v〉L2(Ω0) =
n+1∑
p=2
〈(κp−1 − Lp−1)uγn+1−p, v〉L2(Ω0) .
On en de´duit
∀t > 0,
∫ 1/2
−1/2
(L0−κmoy)vγn(t) dη =
∫ 1/2
−1/2
n+1∑
p=2
(κγp−1−Lp−1)uγn+1−p−(L0−κγn)vγ,⊥n dη .
Nous notons Rn le membre de droite (qui est une fonction de la variable t). Puisque nous
cherchons vγn ∈ {umoy}⊥, nous sommes ainsi amene´s a` re´soudre{
lmoyvγn − κmoyvγn = Rn , (7.27a)
〈vγn, umoy〉L2(R+) = 0 . (7.27b)
La seconde e´quation demande a` uγn d’eˆtre dans ker(l
moy−κmoy)⊥. De plus par construction
de κγn, le second membre de (7.27a) est aussi dans ker(l
moy−κmoy)⊥. D’apre`s l’alternative
de Fredholm, lmoy−κmoy est inversible sur l’orthogonal de son noyau, ceci de´finit ainsi vγn
de manie`re unique dans ker(lmoy − κmoy)⊥ (voir [Bon05, lemme 4.4]). D’apre`s la forme
de vγ,⊥n et les hypothe`ses de re´currence, Rn est de la forme P˜ u
moy ou` P˜ est un polynoˆme
re´el en t de degre´ 3n. On de´duit de [Bon05, lemme 4.5] que vγn est de la forme Pnu
moy
ou` Pn est un polynoˆme re´el de degre´ 3n. Nous avons bien construit le couple (κγn, u
γ
n) et
nous pouvons conclure la re´currence.
Nous avons donc construit par re´currence une solution au proble`me formel (7.12). Comme
au chapitre 2 nous notons (κγ,J(α), uγ,Jα ) le couple obtenu en tronquant les se´ries for-
melles κγ[α] et uγ[α] au rang J . Par construction on a montre´ pour tout J ≥ 1 et γ ∈ [0, pi
2
]
l’existence d’un re´el α0 > et d’une constante CJ,γ tels que pour α ∈ (0, α0) on a :
‖Lαuγ,Jα − κγ,J(α)uγ,Jα ‖L2(Ω0) ≤ CJ,γα2J+3 . (7.28)
On de´duit du the´ore`me spectral
dist
(
κγ,J(α),S(Lα)
) ≤ Cγ,Jα2J+3 . (7.29)
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7.3.3 Conclusion et illustration nume´rique
Nous avons montre´ qu’il existe pour tout J ≥ 0 une valeur propre de Lα dans un
voisinage de κγ,J(α) de taille α2J+3. Pour montrer qu’il s’agit de la plus petite valeur
propre, nous reprenons la preuve de [Bon05, the´ore`me 10.4] re´alise´e pour le cas particulier
γ = 0, en effet l’ope´rateur Lα est une perturbation de l’ope´rateur Pα de [Bon05, section
3] et les e´le´ments de la preuve sont exactement les meˆmes, c’est pourquoi nous nous
contentons d’en donner les grandes lignes.
Proposition 7.10. Pour tout γ ∈ [0, pi
2
] on a le de´veloppement asymptotique suivant pour
α petit :
κ(γ, α) =
J∑
p=0
κγpα
2p+1 +O(α2J+3) (7.30)
ou` les κγp ont e´te´ de´finis pre´ce´demment, on a en particulier
κγ0 =
1√
3
et uγ,0α = u
moy . (7.31)
Preuve : La majoration est fournie par la construction de quasi-mode. Nous donnons
les grandes lignes pour obtenir une minoration de la deuxie`me valeur propre de Lα a` partir
des techniques de [Bon05]. On commence par remarquer a` l’aide de la forme (7.7) qu’un
vecteur propre uα de Lα associe´ a` une valeur propre d’ordre O(α) ve´rifie
1
2α2t
|∂ηuα|2 = O(1) .
Le terme en 1
t
ne permet pas de de´duire directement une estimation de la projection de uα
sur l’espace des fonctions qui ne de´pendent pas de η. On suit alors l’analyse de [Bon05] :
les the´ore`mes 7.1 et 7.2 de [Bon05] montrent que le vecteur propre est localise´ dans
un secteur tronque´ de rayon R avec R = O( 1
α
). On introduit l’ope´rateur obtenu a` par-
tir de la forme quadratique (7.7) sur le secteur tronque´ avec une condition de Dirichlet
sur le bord artificiel qui correspond a` la troncature, cf [Bon05, sous-section 8.3]. Sur ce
nouveau domaine, le terme 1
α2t
peut eˆtre minore´ par un terme re´gulier et la proposition
9.1 de [Bon05] montre que les vecteurs propres de l’ope´rateur re´gularise´ sur le secteur
tronque´ sont proches des vecteurs propres de lmoy pour une troncature convenable et α
petit. Le lemme 10.2 de[Bon05] donne une minoration de la deuxie`me valeur propre de
cet ope´rateur re´gularise´ sur le secteur tronque´. Le lemme 10.3 de [Bon05] repose sur
les estimations de localisation des vecteurs propres, il montre que les valeurs propres du
proble`me tronque´ et re´gularise´ sont proches des valeurs propres du proble`me initial et
permet de conclure. 
Cette asymptotique donne une approximation pour le premier vecteur propre de l’ope´rateur
sur le secteur. Pour un potentiel magne´tique A ∈ A (b3) nous notons vγA,α un vecteur
propre normalise´ de l’ope´rateur PA,Sα +VB,0 associe´ a` la premie`re valeur propre κ(γ, α).
Nous rappelons que l’ope´rateur Lα a e´te´ obtenu a` partir de l’ope´rateur PAS,Sα + VB,0
en re´alisant les transformations successives suivantes : un passage en coordonne´es po-
laires (r, φ), un changement de jauge associe´ a` la fonction ϕ(r, φ) = r
2
2
φ puis une mise a`
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l’e´chelle (t, η) = (αr
2
2
, φ
α
). Nous notons vγ,J
AS,α
la fonction obtenue a` partir du quasi-mode
uγ,Jα en remontant ces transformations successives jusqu’aux variables initiales (x1, x2) :
vγ,J
AS,α
(x1, x2) := e
iϕ(r,φ)uγ,Jα (t, η) . (7.32)
Nous utilisons le changement de jauge associe´ a` la fonction
ϕR(x1, x2) = −1
2
x1x2b3
qui montre que l’ope´rateur PAS,Sα + VB,0 est unitairement e´quivalent a` PAR,Sα + VB,0
(voir la sous-section 3.1.1 et la proposition B.2 pour des rappels sur les changements de
jauge). Nous notons vγ,J
AR,α
la fonction obtenue a` partir de vγ,J
AS,α
et du changement de jauge
associe´ a` la fonction ϕR :
vγ,J
AR,α
(x1, x2) := e
iϕR(x1,x2)vγ,J
AS,α
(x1, x2) . (7.33)
On de´duit de (7.28) et de l’asymptotique (7.30) une estimation sur le vecteur propre
vγ
AR,α
:
Proposition 7.11. Soit vγ
AR,α
un vecteur propre normalise´ associe´ a` la premie`re valeur
propre κ(γ, α) de l’ope´rateur PAR,Sα + VB,0. On a une estimation quand α tend vers 0 :
‖vγ
AR,α
− vγ,J
AR,α
‖H1
AR, VB, τ
(Sα) = O
(
α2J+2
)
.
Au premier ordre, on obtient en notant (r, φ) les coordonne´es polaires de (x1, x2) :
vγ,0
AR,α
(x1, x2) = 3
−1/4ei
r2
2
b3(φ−cosφ sinφ)e−
αr2
4
√
3 .
On a la majoration |φ− sinφ cosφ| < 2
3
φ3, et en utilisant φ ∈ (−α
2
, α
2
), on obtient∣∣∣arg(vγ,0
AR,α
)
∣∣∣ < α3r2
24
.
On de´duit que la fonction vγ,0
AR,α
a une phase tre`s proche de 0 pre`s du coin du secteur pour
α suffisamment petit. Or cette fonction est proche du vecteur propre vγ
AR,α
de l’ope´rateur
PAR,Sα + VB, τ sur le secteur. On s’attend donc a` ce que pour α assez petit, le vecteur
propre vγ
AR,α
oscille peu pre`s du coin. C’est pourquoi nous choisirons souvent le potentiel
AR pour re´aliser les calculs nume´riques dans ce chapitre.
Sur la figure 7.3, nous comparons des calculs effectue´s avec deux potentiels diffe´rents.
On a pris α = pi
10
et γ = 0 : le champ magne´tique est paralle`le a` l’areˆte du die`dre. On trace
le logarithme du module et la phase des fonctions propres calcule´es pour les ope´rateurs
PAR,Sα +VB, τ et PAS,Sα +VB, τ . On constate que les modules sont tre`s proches et que les
phases pre´sentent des singularite´s aux meˆmes points. On observe que le premier vecteur
propre calcule´ pour l’ope´rateur PAR,Sα +VB, τ a une phase proche de 0 dans un voisinage
du coin du secteur.
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Calculs avec le potentiel AR Calculs avec le potentiel AS
FIGURE 7.3 – Valeurs des parame`tres : α = pi
10
et γ = 0. Logarithme du module et phase
modulo pi du vecteur propre. Logarithme en base 10 seuille´ pour des valeurs infe´rieures a`
−7. Domaine : Tri(40, 20, pi
10
). Degre´ : P3. A gauche : calculs effectue´s avec le potentiel
AR. A droite : calculs effectue´s avec le potentiel AS.
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Nous notons κ˘(γ, α) une approximation nume´rique de κ(γ, α) calcule´e par e´le´ments
finis. Sur la figure 7.4 nous trac¸ons κ˘(γ, α) pour diffe´rentes valeurs de α dans (0, pi) et
pour γ ∈ {0, pi
5
, 2pi
5
}. Pour γ = 0, on retrouve µ(α). On constate que pour ces trois valeurs
de γ, les calculs sont proches de la valeur α√
3
pre´vue par l’asymptotique (7.30) lorsque α
est petit. On constate que pour α fixe´, les valeurs κ˘(γ, α) sont croissantes avec γ et que
pour γ fixe´, elles sont croissantes avec α.
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
α/pi
 
 
κ(0,α)
κ(pi/5,α)
κ(2pi/5,α)
Θ0
1
α/√3
FIGURE 7.4 – κ˘(γ, α) selon ϑ := α
pi
pour γ = kpi
5
, 0 ≤ k ≤ 2 et ϑ = k
20
, 1 ≤ k ≤ 19 com-
pare´ a` l’asymptotiques κγ,0(α) ainsi qu’aux constantes Θ0 et 1. Domaine : Tri(L, 20, α)
avec L = 20 si α ≥ pi
10
et L = 60 si α < pi
10
. Degre´ : P4. Potentiel magne´tique : A = AR.
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Sur la figure 7.5, nous trac¸ons les vecteurs propres associe´s a` κ˘(γ, α) pour α = pi
10
et
diffe´rentes valeurs de γ. Lorsque γ = 0, le champ magne´tique est paralle`le a` l’areˆte, et
lorsque γ = pi
2
, le champ magne´tique est perpendiculaire a` l’areˆte du die`dre et l’ope´rateur
PAR,Sα + VB, τ est re´el (cf la table 3.1). On constate que lorsque γ croıˆt de 0 a`
pi
2
, les
vecteurs propres oscillent de moins en moins. On rappelle que la droite Υ d’e´quation
x2 = 0 est la droite d’annulation du potentiel. Lorsque γ augmente, la phase des vecteurs
propres le long de Υ tend vers 0. On constate aussi que les singularite´s de la phase sont
moins nombreuses quand γ augmentent.
γ = 0
γ = pi
10
γ = 2pi
10
γ = pi
4
γ = 3pi
10
γ = 4pi
10
γ = pi
2
FIGURE 7.5 – Valeurs des parame`tres : α = pi
10
et γ = kpi
10
, 0 ≤ k ≤ 5 et γ = pi
4
. Vecteurs
propres associe´s a` κ˘(α, γ). De gauche a` droite : le module, le logarithme en base 10 du
module et la phase modulo pi. Logarithme seuille´ pour des valeurs infe´rieures a` −10.
Domaine : Tri(40, 20, pi
10
). Degre´ : P3. Potentiel magne´tique : A = AR.
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Sur la figure 7.6, nous trac¸ons les vecteurs propres associe´s a` κ˘(γ, α) pour α = pi
2
et
γ ∈ {0, pi
5
}. On voit clairement la droite d’annulation du potentiel Υ (qui est la bissectrice
du secteur ici, cf (7.6)) apparaıˆtre quand γ augmente. Le vecteur propre a une phase proche
de 0 le long de cette droite pour γ = pi
5
. On constate que dans les deux cas, la phase a des
singularite´s qui coı¨ncident avec des minima locaux du module.
γ = 0
γ = pi
5
FIGURE 7.6 – Valeurs des parame`tres : α = pi
2
, γ = 0 et γ = pi
5
. Vecteurs propres associe´s
a` κ˘(α, γ). De gauche a` droite : le module, le logarithme du module et la phase modulo pi.
Logarithme seuille´ pour des valeurs infe´rieures a` −7. Domaine : Tri(40, 15, pi
2
). Degre´ :
P3. Potentiel magne´tique : A = AR.
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7.4 Description du de´veloppement a` deux termes
Nous avons vu que le premier terme du de´veloppement asymptotique (7.30) ne de´pend
pas de γ. Nous explicitons le terme suivant a` partir de la construction de quasi-modes de
la section 7.3.1.
7.4.1 Calcul explicite
Les e´quations (7.24a) et (7.24b) nous ame`nent a` chercher une fonction vγ,⊥2 solution
de
∀t > 0,

−∂2ηvγ,⊥1 = 2t(κmoy − L0)umoy , (7.34a)
∂ηv
γ,⊥
1 (t,−12) = ∂ηvγ,⊥1 (t, 12) = 0 , (7.34b)∫ 1/2
−1/2
vγ,⊥1 (t, η) dη = 0 . (7.34c)
On calcule
2t(κmoy − L0)umoy =
(
t
(
1
6
− 2η2
)
+ 2ib3η
(
t√
3
− 1
))
umoy(t)
puis nous re´solvons (7.34a) et (7.34b). On trouve
∂ηv
γ,⊥
1 (t, η) =
(
2t2
3
(
2η3 − η
2
)
+ itb3
(
2η2 − 1
2
)(
1− t√
3
))
umoy(t)
puis
vγ,⊥1 (t, η) =
(
2t2
3
(
η4
2
− η
2
4
+
7
480
)
+ itb3
(
2η3
3
− η
2
)(
1− t√
3
))
umoy(t) .
(7.35)
On utilise maintenant (7.26) : on a
κγ1 = 〈vγ,⊥1 , L0umoy〉L2(Ω0) + `1(umoy, umoy)
ou` la forme sesquiline´aire `1 est de´finie par (7.11). On calcule ces quantite´s avec maple et
on trouve :
κγ1 = −
(
21b23 + 2
35
√
3
+
b21
40
√
3
)
.
Il nous reste a` de´terminer la fonction vγ1 ∈ kerL−1. Nous calculons le second membre de
(7.27a). On utilise Πvγ,⊥1 = 0 et on a
Rγ1 = Π
(
(κγ1 − L1)umoy − L0vγ,⊥1
)
= −
∫ 1/2
−1/2
((
21b23+2
35
√
3
+
b21
40
√
3
)
+
2b23
3
tη4
)
umoy + L0v
γ,⊥
1 dη
= Qγ1u
moy
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ou` le polynoˆme Qγ1 est de´fini par
Qγ1(t) := −
(
23
√
3
840
+
23
√
3b23
120
)
−
(
23b23
120
+ 1
120
)
t+
2
√
3b23
15
t2 +
(
1
945
− b23
45
)
t3 .
Les e´quations (7.27a) et (7.27b) s’e´crivent ici
−2t(uγ1)′′(t)− 2(uγ1)′(t) +
t
6
uγ1(t)−
1√
3
uγ1(t) = Q
γ
1(t)u
moy(t) , (7.36a)∫
R+
uγ1(t)u
moy(t) dt = 0 . (7.36b)
Nous utilisons le calcul de [Bon05, lemme 4.5] pour chercher une solution sous la
forme vγ1 (t) = P
0,γ
1 (t)u
moy(t) ou` P 0,γ1 est un polynoˆme, en effet on a :
(lmoy − κmoy)P 0,γ1 umoy =
(
−2(P 0,γ1 )′ +
2t(P 0,γ1 )
′
√
3
− 2t(P 0,γ1 )′′
)
umoy .
Nous cherchons donc un polynoˆme P 0,γ1 ve´rifiant
− 2(P 0,γ1 )′ +
2t(P 0,γ1 )
′
√
3
− 2t(P 0,γ1 )′′ = Qγ1 ,∫
R+
P 0,γ1 (t)|u0(t)|2dt = 0 .
(7.37)
On utilise
∀k ∈ N,
∫
R+
tk|u0(t)|2dt = k!(
√
3)k+1.
Nous de´duisons apre`s calculs
P 0,γ1 (t) = −
(
13b23
168
+ 3
8
)
+
(
23
√
3
1680
+
23
√
3b23
240
)
t+
(
23b23
480
+ 1
224
)
t2 +
( √
3
5670
−
√
3b23
270
)
t3 .
Nous avons donc montre´ :
Proposition 7.12. Soit B = (b1, 0, b3) = (sin γ, 0, cos γ) un champ magne´tique constant
unitaire. Soit κγ,1(γ, α) l’asymptotique a` deux termes fournie par la proposition 7.10 pour
la premie`re valeur propre de l’ope´rateur Lα. Alors on a
κγ,1(α) =
α√
3
−
(
21 cos2 γ + 2
35
√
3
+
sin2 γ
40
√
3
)
α3 . (7.38)
Le quasi-mode associe´ vaut
uγ,1α (t, η) =
(
1 + α2
(
PR,γ1 (t, η) + iP
I,γ
1 (t, η) + P
0,γ
1 (t)
))
umoy(t) (7.39)
avec
PR,γ1 (t, η) =
2t2
3
(
η4
2
− η2
4
+ 7
480
)
P I,γ1 (t, η) = tb3
(
2η3
3
− η
2
)(
1− t√
3
)
P 0,γ1 (t) = −
(
13b23
168
+ 3
8
)
+
(
23
√
3
1680
+
23
√
3b23
240
)
t+
(
23b23
480
+ 1
224
)
t2 +
( √
3
5670
−
√
3b23
270
)
t3
umoy(t) = 3−1/4e−
t
2
√
3 .
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Dans le cas γ = 0 (c’est-a`-dire b3 = 1), les de´veloppements a` deux termes κγ,1(α) et
uγ,1α coı¨ncident avec ceux obtenus dans [Bon05, sous-section 5.3].
On constate que le deuxie`me terme du de´veloppement asymptotique κγ,1(α) est crois-
sant par rapport a` b1 (c’est-a`-dire par rapport a` γ).
Sur la figure 7.7, on trace la quantite´ κ˘(γ, α) calcule´e pour α = pi
10
et pour diffe´rentes
valeurs de γ. On compare ces calculs avec les asymptotiques a` un terme et a` deux termes.
On voit que l’asymptotique a` deux termes κγ,1(α) donne´e par (7.38) est plus pre´cise que
le premier terme κγ,0(α) = α√
3
.
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0.168
0.17
0.172
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0.176
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0.18
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0.184
2γ/pi
 
 
κ(γ,α)
κγ,0(α)
κγ,1(α)
FIGURE 7.7 – Valeurs des parame`tres : α = pi
10
. κ˘(γ, α) selon ϑ := 2
pi
γ pour ϑ = k
20
,
0 ≤ k ≤ 10 compare´ aux asymptotiques κγ,0(α) et κγ,1(α). Domaine : Tri(40, 20, pi
10
).
Degre´ : P3. Potentiel magne´tique : A = AR.
7.4.2 Localisation des ze´ros du quasi-mode a` deux termes
Nous cherchons si uγ,1α s’annule quelque part. On constate que la partie imaginaire de
uγ,1α est impaire par rapport a` η. Celle-ci est donc nulle sur l’ensemble {η = 0}, c’est-a`-
dire sur la bissectrice du secteur Sα. Nous restreignons le quasi-mode a` cette demi-droite :
uγ,1α (t, 0) = P
γ,biss
1 (t)u
moy(t)
avec
P γ,biss1 (t) = 1+α
2
(
−13b23+63
168
+
(
23
√
3
1680
+
23
√
3b23
240
)
t+
(
23b23
480
+ 1
224
+ 7
720
)
t2 +
(1−21b23)
√
3
5670
t3
)
.
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Proposition 7.13. Pour cos2 γ > 1
21
et α2 < 168
13 cos2 γ2+63
, le polynoˆme t 7→ P γ,biss1 (t)
s’annule une et une seule fois sur l’axe {t > 0}. Nous notons tα ∈ (0,+∞) ce point
d’annulation.
Preuve : On observe que uγ,1α (0, 0) > 0 et que le coefficient en t
3 est ne´gatif. De plus
on note que ∂tP
γ,biss
1 (0) > 0. Comme
lim
t→−∞
P γ,biss1 (t) = +∞ ,
la de´rive´e ∂tP
γ,biss
1 (t) s’annule au moins une fois sur (−∞, 0), et donc au plus une fois
sur (0,+∞). Ainsi puisque limt→+∞ P γ,biss1 (t) = −∞, la fonction P γ,biss1 s’annule une et
une seule fois sur (0,+∞). 
Remarque 7.14. La condition α2 < 168
13 cos2 γ+63
est satisfaite pour tout γ ∈ [0, pi
2
] de`s que
α < 1.485.
Nous donnons un de´veloppement asymptotique de tα quand α tend vers 0. On a besoin
du
Lemme 7.15. Soit Pα(t) := c0 +α2(a0 +a1t+a2t2 +a3t3) un polynoˆme re´el avec a3 < 0
et c0 > 0. Il existe une racine xα > 0 de Pα qui a le de´veloppement asymptotique suivant
pour α petit :
xα =
(
− c0
a3
)1
3
α−
2
3 − a2
3a3
+O
(
α
2
3
)
.
Preuve : On re´alise un changement d’e´chelle en posant  = α
2
3 et u = t. On note
Pα(t) = F (, u) := c0 + 
3a0 + 
2a1u+ a2u
2 + a3u
3.
On remarque que F (0, u0) = 0 avec u0 := (− c0a3 )
1
3 . On calcule
∂F (0, u0) = a2u
2
0 ,
et
∂uF (0, u0) = 3a3u
2
0 .
Cette dernie`re quantite´ e´tant non nulle, le the´ore`me des fonctions implicites s’applique : il
existe une fonction re´gulie`re φ de´finie dans un voisinage de 0 telle que pour  assez petit :
F (, φ()) = 0 .
De plus, φ ve´rifie
φ′(0) = −∂F (0, u0)/∂uF (0, u0) .
On a donc
φ′(0) = − a2
3a3
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et par une formule de Taylor :
φ() = u0 −  a2
3a3
+O(2) .
On de´duit
xα = u0α
− 2
3 − a2
3a3
+O(α
2
3 ) .

On de´duit un de´veloppement pour la racine positive de uγ,1α quand α tend vers 0 :
Corollaire 7.16. Soit B = (b1, 0, b3) = (sin γ, 0, cos γ) un champ magne´tique constant
unitaire. Nous nous plac¸ons dans les hypothe`ses de la proposition 7.13. Alors on a quand
α tend vers 0 :
tα =
(
1890
√
3
21b23 − 1
)1/3
α−2/3 +
(483b23 + 143)
√
3
16(21b23 − 1)
+O
(
α2/3
)
. (7.40)
Dans les coordonne´es polaires initiales (r, φ) (voir la section 7.2), on obtient en utili-
sant t = α r
2
2
:
rqmα =
(
15120
√
3
21b23 − 1
)1/6
α−5/6 +
483b23 + 143
3360
(
35
√
3
21b23 − 1
)5/6
21/3
√
3α−1/6 +O
(
α1/2
)
ou` nous avons note´ rqmα l’abscisse du ze´ro du quasi-mode dans les variables initiales le
long de la bissectrice. Dans le cas b3 = 1, on trouve nume´riquement
rqmα ≈ 3.308α−5/6 + 1.024α−1/6 +O(α1/2) .
7.5 Calculs nume´riques et repre´sentation des quasi-modes
a` un et deux termes
Nous rappelons que nous avons note´ respectivement uγ,0α et u
γ,1
α les quasi-modes a` un
et deux termes construits dans les variables (t, η) ∈ (0,+∞) × (−1
2
, 1
2
) pour l’ope´rateur
Lα (voir (7.21) et (7.39)). Nous repre´sentons ces quasi-modes dans les variables carte´siennes
initiales
(x1, x2) =
(√
2t
α
cos(αη),
√
2t
α
sin(αη)
)
a` l’aide des fonctions vγ,J
AR,α
et vγ,J
AS,α
de´finies en (7.32) et (7.33). Nous comparons ces
quasi-modes analytiques avec les vecteurs propres issus du calcul nume´rique par e´le´ments
finis.
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7.5.1 Comparaison des calculs nume´riques et des quasi-modes
Le quasi-mode a` un terme vγ,0
AS,α
associe´ a` l’ope´rateur PAS,Sα + VB, τ s’e´crit dans les
coordonne´es polaires (r, φ) associe´es a` (x1, x2) :
vγ,0
AS,α
(x1, x2) = 3
−1/4ei
r2
2
b3φe
− αr2
4
√
3
avec b3 = cos γ. En particulier il ne s’annule pas et sa phase est de´finie sur tout le secteur
Sα.
Sur la figure 7.8, nous trac¸ons de haut en bas : le vecteur propre calcule´ par e´le´ments
finis pour la premie`re valeur propre de l’ope´rateur PAS,Sα + VB, τ et les quasi-modes a`
un et deux termes vγ,0
AS,α
et vγ,1
AS,α
. On a pris γ = 0 et α = pi
10
: le champ magne´tique est
paralle`le a` l’areˆte du die`dre. Nous repre´sentons le logarithme du module (a` gauche) et la
phase modulo pi (a` droite). On constate que les singularite´s de la phase ne se retrouvent
pas sur le quasi-mode a` un terme vγ,0
AS,α
. En revanche le ze´ro du quasi-mode a` deux termes
vγ,1
AS,α
coı¨ncide avec la premie`re singularite´ de la phase du vecteur propre. On note que les
autres singularite´s du vecteur propre ne se retrouvent pas chez le quasi-mode vγ,1
AS,α
qui ne
s’annule qu’une seule fois (voir la proposition 7.13).
FIGURE 7.8 – Valeurs des parame`tres : α = pi
10
et γ = 0. En haut : vecteur propre associe´
a` κ˘(α, γ). En bas : quasi-mode vγ,1
ASα
. De gauche a` droite : le logarithme du module et la
phase modulo pi. Logarithme seuille´ pour des valeurs infe´rieures a`−7. Domaine de calcul
pour le vecteur propre : Tri(40, 20, pi
10
). Degre´ : P3. Potentiel magne´tique : A = AS.
Sur la figure 7.9, nous avons pris les meˆmes valeurs pour les parame`tres et nous avons
re´alise´ le calcul pour le potentiel AR. Nous comparons le calcul par e´le´ments finis avec
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le quasi-mode a` deux termes vγ,1
AS,α
de´fini en (7.32). Encore une fois on observe que la
singularite´ la plus proche de l’origine coı¨ncide avec le ze´ro du quasi-mode.
FIGURE 7.9 – Valeurs des parame`tres : α = pi
10
et γ = 0. En haut : vecteur propre associe´
a` κ˘(α, γ). En bas : quasi-mode a` deux termes vγ,1
AR,α
. De gauche a` droite : le logarithme du
module et la phase modulo pi. Logarithme seuille´ pour des valeurs infe´rieures a` −7. Do-
maine de calcul pour le vecteur propre : Tri(40, 20, pi
10
). Degre´ : P3. Potentiel magne´tique :
A = AR.
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Sur la figure 7.10, nous avons pris α = pi
10
et γ = pi
5
et nous trac¸ons les meˆmes
quantite´s que sur la figure 7.9. Nous constatons que le quasi-mode reste proche du vecteur
propre pre`s du coin du secteur et que le premier ze´ro du vecteur propre semble encore cor-
respondre avec celui du quasi-mode. L’approximation est moins bonne loin de l’origine.
FIGURE 7.10 – Valeurs des parame`tres : α = pi
10
et γ = pi
5
. Vecteurs propres associe´s a`
κ˘(α, γ) et quasi-modes vγ,1
AR,α
. De gauche a` droite : le module, le logarithme du module
et la phase modulo pi. Logarithme seuille´ pour des valeurs infe´rieures a` −7. Domaine :
Tri(40, 20, pi
10
). Degre´ : P3. Potentiel magne´tique : A = AR et α = pi10 .
7.5.2 Etude des ze´ros du vecteur propre
Nous nous inte´ressons ici au cas particulier γ = 0, c’est-a`-direB = (0, 0, 1). L’ope´rateur
sur le secteur est alors PA,Sα . On remarque sur les calculs pre´ce´dents que la phase est tre`s
proche de 0 le long de la bissectrice sauf e´ventuellement pre`s des singularite´s. En effet
il est possible pour des raisons de parite´ de choisir un vecteur propre dont la partie ima-
ginaire est impaire par rapport a` la droite d’e´quation x2 = 0. La partie imaginaire d’un
tel vecteur propre est donc nulle le long de la bissectrice. Nous notons r˘α le premier ze´ro
rencontre´ sur la bissectrice du vecteur calcule´ par e´le´ments finis. Pour de´tecter un tel ze´ro,
nous interpolons la partie re´elle du vecteur propre le long de la bissectrice a` partir du
calcul par e´le´ments finis et nous prenons comme valeur pour r˘α la premie`re abscisse ou` a
lieu un changement de signe.
Le quasi-mode a` deux termes vγ,1
AR,α
restreint a` l’axe re´el est analytique en x1 et nous nous
servons de Mathematica pour de´terminer sur les figures 7.11 et 7.12 la valeur de la racine
de la fonction vγ,1
AR,α
restreinte a` l’axe re´el. Dans la sous-section 7.4.2, nous avons note´
rqmα l’abscisse de la racine du quasi-mode sur la bissectrice.
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Sur la figure 7.11 nous trac¸ons les valeurs r˘α selon log(αpi ) pour diffe´rentes valeurs de
α. L’angle α e´volue de pi
200
a` pi
2
. Nous trac¸ons aussi les racines des quasi-modes v1
AR, α
situe´es sur l’axe re´el. Sur la figure 7.12, nous trac¸ons le ratio des valeurs de r˘α par rapport
rqmα selon log(
α
pi
). On constate que les racines du vecteur propre coı¨ncident avec celles
du quasi-mode pour certaines valeurs de α, ce que l’on avait vu dans la sous-section
pre´ce´dente. En revanche pour α tre`s petit, les racines du vecteur propre sont plus e´loigne´es
du coin que celles du quasi-mode. Nous donnons une heuristique pour comprendre ce
phe´nome`ne : le quasi-mode n’est pas une bonne approximation du vecteur propre loin
de l’origine. La convergence des quasi-modes vers les vecteurs propres a lieu en norme
H1
AR
(Sα) et les quasi-modes sont localise´s dans une zone du type “r ≤ cα−1/2”. De
plus les racines du quasi-mode sur la bissectrice tendent vers +∞ lorsque α tend vers
0 (voir le corollaire 7.16) avec un comportement du type rα ∼ Cα−5/6. Ainsi quand α
tend vers 0 les racines du quasi-mode sont situe´es dans une zone ou` le vecteur propre
est exponentiellement petit et il n’est pas anormal que les racines des quasi-modes ne
coı¨ncident pas avec celles des vecteurs propres pour α trop petit.
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FIGURE 7.11 – Valeur du parame`tre : γ = 0. Le premier ze´ro r˘α du vecteur propre selon
log α
pi
compare´ au premier ze´ro rqmα du quasi-mode a` deux termes v
γ,1
α,AR
.
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FIGURE 7.12 – Valeur du parame`tre : γ = 0. Le rapport r˘α/rqmα selon log
α
pi
.
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Sur la figure 7.13, nous avons pris α = pi
20
et γ = 0. Nous trac¸ons le logarithme du mo-
dule du vecteur propre et du quasi-mode. On constate que l’approximation est bonne pre`s
du coin du secteur mais est effectivement moins bonne pour des abscisses trop grandes.
FIGURE 7.13 – Valeurs des parame`tres : α = pi
20
et γ = 0. En haut : vecteur propre associe´
a` κ˘(α, γ). En bas : quasi-mode uγ,1
AR,α
. De gauche a` droite : le logarithme du module et
la phase modulo pi. Logarithme seuille´ pour des valeurs infe´rieures a` −10. Domaine de
calcul pour le vecteur propre : Tri(40, 30, pi
20
). Degre´ : P3. Potentiel magne´tique :A = AR.
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Quatrie`me partie
L’ope´rateur semi-classique sur un
domaine avec une areˆte courbe
273
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Chapitre 8
Application aux lentilles
Nous nous inte´ressons a` l’ope´rateur de Schro¨dinger avec parame`tre semi-classique
PA,Ω, h (de´fini dans la section 0.1). Nous faisons l’hypothe`se que le domaine Ω est un
domaine die´dral de type particulier que nous appelons “lentille”. Nous de´crivons dans la
section 8.1 les hypothe`ses faites sur ce domaine de R3. En particulier une lentille posse`de
une areˆte courbe note´e Γ contenue dans plan note´ Π. Un voisinage d’un point de l’areˆte
d’ouverture α est diffe´omorphe a` un ouvert du die`dre infini Dα. Nous pre´sentons les
coordonne´es locales qui permettent de passer d’un proble`me sur Ω a` un proble`me sur
Dα. Dans les sections 8.1 a` 8.3 nous prenons un champ magne´tique B orthogonal au
plan de l’areˆte. La section 8.2 donne des me´thodes pour utiliser un changement de va-
riables dans la forme quadratique associe´e a` l’ope´rateur PA,Ω, h. Nous utilisons ensuite
une proce´dure classique de partition du domaine pour minorer grossie`rement le bas du
spectre de l’ope´rateur PA,Ω, h quand h tend vers 0. Dans la section 8.3, on utilise les
fonctions propres de l’ope´rateur sur le secteur e´tudie´ dans les chapitres pre´ce´dents pour
construire un quasi-mode sur la lentille. On de´duit une asymptotique pour le bas du spectre
de l’ope´rateur PA,Ω, h. Nous comparons ces re´sultats a` ceux connus pour le cas re´gulier.
Dans la section 8.4 nous envisageons le cas d’une lentille dont l’angle d’ouverture est
variable. Dans la section 8.5, nous prenons une lentille d’angle d’ouverture fixe soumise
a` un champ magne´tique tangent au plan de l’areˆte. Nous e´nonc¸ons finalement dans la sec-
tion 8.6 un re´sultat ge´ne´ral pour une lentille soumise a` un champ magne´tique constant
unitaire.
8.1 Lentille d’angle fixe et champ perpendiculaire au plan
de l’areˆte
Nous commenc¸ons par donner quelques rappels pour le cas re´gulier. Si Ω est un ou-
vert re´gulier de R3 et B est un champ magne´tique constant unitaire, alors on a quand h
tend vers 0 l’asymptotique λ(B; Ω, h) ∼ hΘ0, de plus les vecteurs propres associe´s a`
λ(B; Ω, h) se concentrent la` ou` le champ magne´tique est tangent au bord de Ω quand h
tend vers 0 (voir [HM96] par exemple). On se pose alors la question suivante : que se
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−→
B
FIGURE 8.1 – Une lentille d’ouverture fixe soumise a` un champ magne´tique B unitaire
constant. Ici la lentille est compose´e de deux calottes sphe´riques accole´es l’une a` l’autre.
Γ
ω⊙−→B
FIGURE 8.2 – L’intersection de la lentille et du plan Π := {y3 = 0}. L’areˆte Γ de´limite un
domaine convexe ω (ici un disque). Le champ magne´tique B est orthogonal a` ω.
passe-t-il si Ω pre´sente une “cassure” (autrement dit une areˆte courbe) de sorte que le
champ magne´tique n’est plus tangent au bord en aucun point de ∂Ω ? Nous allons e´tudier
ce proble`me pour un domaine Ω de type “lentille” de´fini ci-dessous.
Nous notons (yi)1≤i≤3 les coordonne´es carte´siennes fixes. Une lentille est un ouvert
borne´ convexe de R3 posse´dant une areˆte Γ contenue dans le plan Π := {y3 = 0}. La
lentille est suppose´e re´gulie`re en dehors de l’areˆte. On fait l’hypothe`se que Γ est une
courbe ferme´e qui de´limite dans le plan Π un ouvert ω convexe re´gulier. Cet ouvert ω
coı¨ncide avec Ω ∩ Π (voir la figure 8.2). Nous supposons aussi que Ω est syme´trique par
rapport au plan Π. On peut penser pour Ω a` deux portions de sphe`re accole´es l’une a` l’autre
(voir la figure 8.1). Nous faisons pour ce chapitre l’hypothe`se que l’angle d’ouverture de
la lentille est fixe, nous le notons α ∈ (0, pi).
Soit y0 un point de l’areˆte Γ. Par de´finition d’une areˆte courbe il existe un voisinage
de y0 qui est diffe´omorphe a` un ouvert d’un die`dre droit d’angle α. Nous notons (s, t, z)
les coordonne´es locales qui correspondent a` ce diffe´omorphisme : la coordonne´e s est
une abscisse curviligne de l’areˆte Γ, t est la distance du projete´ dans ω a` l’areˆte et la
coordonne´e z est relie´e la forme des parties supe´rieures et infe´rieures de la lentille (voir
la figure 8.3). Nous notons Ψloc : (yi) 7→ (s, t, z) ce diffe´omorphisme. Nous remarquons
que la diffe´rentielle de Ψloc au point y0 vaut l’identite´ :
dy0Ψ
loc = Id . (8.1)
Cette lentille est soumise a` un champ magne´tique B = (0, 0, 1) perpendiculaire a` ω.
Pour un point y ∈ ∂Ω \ Γ du bord re´gulier de la lentille, nous notons β(y) (cf. figure 8.4)
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⊙s
Γ
z
tα
FIGURE 8.3 – La lentille d’ouverture fixe α. A droite nous avons repre´sente´ un voisinage
d’un point de l’areˆte dans les coordonne´es locales (s, t, z). Dans ces coordonne´es, un
voisinage d’un point de l’areˆte est un die`dre d’angle d’ouverture α.
l’angle que fait le champ magne´tique avec le bord de la lentille :
sin β(y) = n(y) ·B (8.2)
ou` n(y) est la normale exte´rieure en un point y du bord de la lentille. Nous faisons l’hy-
pothe`se que l’angle que fait le champ magne´tique avec le bord re´gulier de la lentille est
toujours supe´rieur a` l’angle que fait le champ magne´tique avec le bord pre`s de l’areˆte : on
suppose que
∀y ∈ ∂Ω \ Γ, β(y) > pi − α
2
. (8.3)
Cette situation est illustre´e sur la figure 8.4. Cette hypothe`se est bien ve´rifie´e pour une
lentille forme´e de deux calottes sphe´riques accole´es, et elle le reste pour une petite per-
turbation de cet ensemble.
B
Γ
⊙
pi−α
2
β(y)
y
pi
2
FIGURE 8.4 – Coupe transverse de la lentille. Illustration de l’angle entre le champ
magne´tique B et le bord de la lentille. Cet angle vaut pi−α
2
pre`s de l’areˆte Γ et β(y) ∈
(pi−α
2
, pi
2
] sur un point y du bord re´gulier (cf. (8.2)).
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Nous prenons comme potentiel magne´tique
A(y1, y2, y3) := (0, y1, 0)
qui ve´rifie bien rotA = B. L’ope´rateur est alors
PA,Ω, h = h
2D2y1 + (hDy2 − y1)2 + h2D2y3 .
Puisque le domaine Ω est borne´, cet ope´rateur est a` re´solvante compacte (voir [FH10] ).
Nous rappelons que nous avons note´ λ(B; Ω, h) sa plus petite valeur propre (voir (3)).
Nous cherchons a` de´terminer le comportement de λ(B; Ω, h) quand h tend vers 0. La
forme quadratique associe´e a` PA,Ω, h est
qA,Ω, h(u) :=
∫
Ω
h2|Dy1u|2 + |(hDy2 − y1)u|2 + h2|Dy3u|2 dy
de´finie sur le domaine
Dom(qA,Ω, h) :=
{
u ∈ L2(Ω), Dy1u ∈ L2(Ω), (hDy2 − y1)u ∈ L2(Ω), Dy3u ∈ L2(Ω)
}
.
Puisque le domaine Ω est borne´, le potentiel magne´tique est borne´ lui aussi et on a en fait
Dom(qA,Ω, h) = H
1(Ω) .
8.2 Coordonne´es locales et minoration grossie`re
8.2.1 Formule de changement de variables pour la forme quadra-
tique et le champ magne´tique
Nous de´crivons dans cette section l’effet d’un changement de variables dans la forme
quadratique qA,Ω, h pour un potentiel magne´tiqueA et un ouvert Ω quelconques. Soit donc
Φ : (xi) ∈ Ω˜ 7−→ (yi) ∈ Ω
un diffe´omorphisme. On note dΦ la matrice jacobienne de Φ et | dΦ| son de´terminant. On
re´alise le changement de variables associe´ a` Φ dans qA,Ω, h :
qA,Ω, h =
∫
Ω˜
|(−ih( dΦ−1)t∇−A ◦ Φ)u ◦ Φ|2| dΦ| (8.4)
=
∫
Ω˜
|( dΦ−1)t
(
−ih∇− A˜
)
u˜|2| dΦ| (8.5)
ou` l’on a introduit u˜ = u ◦ Φ la fonction dans les nouvelles coordonne´es et
A˜ := ( dΦ)tA ◦ Φ (8.6)
le potentiel magne´tique effectif dans les nouvelles coordonne´es. On introduit la matrice
qui donne la nouvelle me´trique
G := dΦ−1( dΦ−1)t . (8.7)
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On a donc
qA,Ω, h(u) = 〈G(−ih∇− A˜)u˜, (−ih∇− A˜)u˜〉L2
|G|−1/2
(Ω˜) . (8.8)
On cherche le rotationnel dans les nouvelles coordonne´es du potentiel magne´tique effectif
A˜, autrement dit nous cherchons le nouveau champ magne´tique. Nous notons (yi) les
coordonne´es dans Ω et (xi) les coordonne´es dans Ω˜. On suit le raisonnement de [HM04,
section 5.2] (voir aussi [Ray09a, Appendice D]). On repre´sente le champ magne´tique A
comme une 1-forme sur Ω :
A = f := A1 dy1 + A2 dy2 + A3 dy3 . (8.9)
Dans les nouvelles coordonne´es, on a
f = A˜1 dx1 + A˜2 dx2 + A˜3 dx3
ou` les dxi se de´duisent des dyi par une formule de chaıˆnette :
( dyi)i = ( dΦ)
t( dxi)i .
On utilise la formule de la de´rive´e exte´rieure :
df =
∑
i<j
(
∂A˜j
∂yi
− ∂A˜i
∂yj
)
dxi ∧ dxj .
On exprime les dxi en fonction des dyi, on identifie le champ magne´tique avec df et on
trouve
rot A˜ = B˜ (8.10)
avec
B˜ := | dΦ|( dΦ−1)tB . (8.11)
8.2.2 Coordonne´es locales pre`s d’un point de l’areˆte
Comme plus haut nous notons y0 un point de l’areˆte Γ et V un petit voisinage de ce
point dans Ω. Nous avons note´ Ψloc un diffe´omorphisme qui envoie V sur un ouvert du
die`dre infini d’angle α et d’axe la droite tangente a` l’areˆte Γ au point y0. Ce die`dre est
transforme´ par une rotation d’axe {y3} en le die`dre {yˆ ∈ R3, yˆ2 > 0, |yˆ3| ≤ yˆ2 tan α2 }.
Nous notons Ry0 cette rotation qui laisse le champ magne´tique B invariant. Ce die`dre est
finalement amene´ sur le die`dre Dα par la rotation R d’angle pi2 et d’axe {y2}. Nous notons
ΨV le diffe´omorphisme obtenu en composant ces diffe´rentes transformations et (xi) les
coordonne´es locales de V :
ΨV : (yi) ∈ V (y0) 7−→ (xi) ∈ Dα . (8.12)
Nous notons
W = ΨV (V )
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l’ouvert du die`dre Dα image de V par le diffe´omorphisme. Le point ΨV (y0) est un point
de l’areˆte du die`dre Dα, de plus en utilisant (8.1), on constate que la diffe´rentielle de ΨV
en y0 est une rotation :
dy0ΨV = R ◦Ry0 . (8.13)
En vue d’appliquer la formule de changement de variables (8.8) avec Φ = Ψ−1V , on intro-
duit le potentiel magne´tique re´sultant : en notant toujours x = ΨV (y), on de´finit
A˜(x) :=
(
( dyΨV )
−1)tA(y) . (8.14)
On note A˜lin(x) := (( dy0ΨV )
−1)tA(y) le potentiel magne´tique dans les coordonne´es
locales au point ΨV (y0). Le champ magne´tique dans les coordonne´es locales au point y0
est note´ B˜, il est donne´ par (8.11). On trouve en utilisant (8.13) :
B˜ = (0, 1, 0) .
On a bien A˜lin ∈ A (B˜) d’apre`s (8.10). Le lemme suivant de´coule simplement de la
re´gularite´ de ΨV et de la compacite´ de Γ :
Lemme 8.1. Soit y0 ∈ Γ. Pour δ > 0 on prend comme voisinage de y0 l’ouvert V =
B(y0, h
δ) et on rappelle que W = ΨV (V ). Alors il existe C1 > 0 et h0 > 0 tels que pour
tout y0 ∈ Γ et pour tout δ > 0 :
∀h ∈ (0, h0), ‖A˜lin − A˜‖L∞(W ) ≤ C1h2δ .
Le lemme suivant fait le lien entre l’ope´rateur (−ih∇−A)2 pre`s d’un point de l’areˆte
et l’ope´rateur PA˜lin,Dα e´tudie´ dans les parties pre´ce´dentes :
Lemme 8.2. On note V = B(y0, hδ) et W = ΨV (V ). Pour une fonction u de´finie sur V
on note u˜ := u ◦ΨV la fonction de W obtenue a` partir du diffe´omorphisme ΨV . Il existe
C > 0 et h0 > 0 tels que pour tout y0 ∈ Γ et pour tout δ > 0 on a pour toute fonction u
re´gulie`re a` support dans V :
∀h ∈ (0, h0), (1− Chδ − Ch2δ−1/2)qA˜lin,Dα, h(u˜)− Ch2δ+
1
2‖u˜‖2L2(W ) ≤ qA,Ω, h(u) .
(8.15)
Preuve : On re´alise dans la forme quadratique qA,Ω, h le changement de variables
associe´ au diffe´omorphisme ΨV . En utilisant (8.8), on a
qA,Ω, h(u) =
∫
Dα
∑
i,j
gij(hDxi − A˜i)u˜ (hDxj − A˜j)u˜ |G|−1/2 dx (8.16)
ou` les gij sont les coefficients de la matriceG := dyΨV dyΨtV , la fonction u˜ := u◦(ΨV )−1
e´tant la fonction u dans les nouvelles coordonne´es et le potentiel re´sultant A˜ e´tant donne´
par (8.14). Le point ΨV (y0) est un point de l’areˆte deDα, de plus on a clairementG(y0) =
Id. On re´alise un de´veloppement limite´ de la matrice G et du poids |G|−1/2 pre`s du point
y0 : il existe une constante c2 (qui de´pend a priori de y0) telle que pour h ∈ (0, h0) :
∀x ∈ W, |gij(x)− δij| ≤ c2hδ (8.17)
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et ∣∣|G(x)|−1/2 − 1∣∣ ≤ c2hδ . (8.18)
On obtient l’existence d’une constante C2 telle que pour tout u a` support dans V et pour
tout h ∈ (0, h0) :
(1− C2hδ)qA˜,Dα, h(u˜) ≤ qA,Ω, h(u) . (8.19)
On suit alors la preuve de [Bon05, proposition 11.4] dont nous donnons les grandes lignes.
On a :
qA˜,Dα, h(u˜) ≥ qA˜lin,Dα, h(u˜)− 2
∑
j
Im
∫
W
(hDxj − A˜linj )u˜ (A˜j − A˜linj )u˜ dx .
On utilise l’ine´galite´ classique 2|ab| ≤ ηa2 + 1
η
b2 valable pour tout η > 0. On obtient en
utilisant ceci et l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz :
2
∣∣∣∣∫
W
(hDxj − A˜linj )u˜ (A˜j − A˜linj )u˜ dx
∣∣∣∣ ≤
η
∫
W
∣∣∣(hDxj − A˜linj )u˜∣∣∣2 dx+ η−1 ∫
W
∣∣∣(A˜j − A˜linj )u˜∣∣∣2 dx . (8.20)
On trouve avec le lemme 8.1 :
qA˜,Dα, h(u˜) ≥ (1− η)qA˜lin,Dα, h(u˜)− η−1C1h4δ‖u˜‖2L2(W ) .
On prend η = h2δ−1/2 et on utilise (8.19) pour conclure. 
8.2.3 Comparaison des proble`mes mode`les
Le champ magne´tique B˜ = (0, 1, 0) dans les coordonne´es locales est orthogonal au
plan bissecteur du die`dre Dα. L’ope´rateur de Schro¨dinger associe´ PA˜lin,Dα a e´te´ e´tudie´
dans les chapitres pre´ce´dents. Nous avons vu que le bas de son spectre se de´duit du bas
du spectre de la famille d’ope´rateurs sur le secteur P
A˜
lin
,Sα + (x1 − τ)2 avec τ ∈ R.
Remarque 8.3. Dans le cas particulierB = (0, 0, 1) que nous e´tudions, le champ magne´tique
dans les coordonne´es locales (xi) est B˜ = (0, 1, 0) et on a (A˜
lin
, a˜3)(x1, x2) = (0, 0,−x1).
L’ope´rateur sur le secteur est alors
P
A˜
lin
,Sα + (x1 − τ)
2 = −∆ + (x1 − τ)2 .
Nous gardons cependant la notation P
A˜
lin
,Sα + (x1 − τ)2 pour l’ope´rateur sur le sec-
teur, en effet les de´monstrations qui suivent sont encore valables pour d’autres champs
magne´tiques B tels que Alin 6= 0.
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Pour abre´ger les notations nous notons
ν(α, τ) := s(B˜;α, τ) et ν(α) := s(B˜;α) . (8.21)
En vertu de (3.18), on a
ν(α) = inf
τ∈R
ν(α, τ) . (8.22)
De plus il existe αm tel que pour α ∈ (0, αm) , cet infimum est atteint. D’apre`s (6.71) on a
αm > 1.2035. On a calcule´ ν(α) par e´le´ments finis dans le chapitre 6 (voir la figure 6.6).
On minore l’e´nergie d’une fonction supporte´e pre`s de l’areˆte par la valeur associe´e a` ce
proble`me mode`le :
Proposition 8.4. Nous gardons les meˆmes notations que dans le lemme 8.2. Pour tout
y0 ∈ Γ et pour tout δ > 0 il existe des constantes h0 > 0 et C > 0 telles que pour toute
fonction u a` support dans V = B(y0, hδ) on a :
∀h ∈ (0, h0),
(
hν(α)− Chδ+1 − Ch2δ+ 12
)
‖u‖2L2(V ) ≤ qA,Ω, h(u) . (8.23)
De plus ces constantes peuvent eˆtres choisies inde´pendamment de y0.
Preuve : On sait que l’ope´rateur PA˜lin,Dα, h est unitairement e´quivalent a` l’ope´rateur
hPA˜lin,Dα . Nous de´duisons directement du lemme 8.2 et du principe du min-max :
∀h ∈ (0, h0),
(
hν(α)− Chδ+1 − Ch2δ+ 12
)
‖u˜‖2L2(W ) ≤ qA,Ω, h(u) .
En utilisant (8.18) on obtient l’existence d’une constante c > 0 telle pour δ > 0 on a pour
toute fonction u re´gulie`re a` support dans V :
‖u˜‖L2
|G|−1/2
(W )(1− chδ) ≤ ‖u˜‖L2(W ) ≤ ‖u˜‖L2
|G|−1/2
(W )(1 + ch
δ) .
En utilisant la compacite´ de Γ, la constante c peut eˆtre obtenue uniforme´ment par rapport
a` y0 (voir [HM04]). On conclut en utilisant ‖u‖L2(V ) = ‖u˜‖L2
|G|−1/2
(W ). 
On a aussi des minorations pour des fonctions dont le support n’intersecte pas l’areˆte
Γ. Dans le cas d’une fonction supporte´e a` l’inte´rieur de la lentille on a la proposition
suivante qui se de´duit facilement de la proposition B.10 :
Proposition 8.5. Il existe des constantes h0 > 0 et C > 0 telles que pour tout point
y0 inte´rieur de Ω et pour tout δ > 0, on a pour toute fonction u a` support dans V =
B(y0, h
δ) :
∀h ∈ (0, h0), h‖u‖2L2(V ) ≤ qA,Ω, h(u) . (8.24)
Dans le cas ou` la fonction u est supporte´e pre`s du bord re´gulier de la lentille, on a la
proposition suivante (voir par exemple [HM04, Proposition 7.2]) :
Proposition 8.6. Pour un point y0 ∈ ∂Ω \ Γ du bord re´gulier de Ω, on rappelle que
β(y0) est l’angle que fait le champ magne´tique B avec le bord de Ω au point y0. Pour
tout η < σ1(β(y0)) il existe des constantes h0 > 0 et C > 0 telles que pour tout pour
y0 ∈ ∂Ω\Γ et pour tout δ > 0 on a pour toute fonction u a` support dans V := B(y0, hδ) :
∀h ∈ (0, h0), hη‖u‖2L2(V ) ≤ qA,Ω, h(u) . (8.25)
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En utilisant l’hypothe`se que pour tout y ∈ ∂Ω \ Γ on a β(y) > pi−α
2
(cf. figure 8.4) et
la stricte croissance de la fonction σ1 sur (0, pi2 ] (voir la proposition 2.6), on de´duit
∀y ∈ ∂Ω \ Γ, σ1(pi−α2 ) < σ1(β(y)) . (8.26)
Or on a d’apre`s le the´ore`me 5.4 et la relation (5.25) que
lim inf
τ→±∞
ν(α, τ) = σ1(
pi−α
2
) .
Ainsi en utilisant le the´ore`me 6.35, on obtient pour un angle d’ouverture α ∈ (0, αm) :
∀y ∈ ∂Ω \ Γ, ν(α) < σ1(pi−α2 ) < σ(β(y)) . (8.27)
8.2.4 Minoration
La comparaison des proble`mes mode`les associe´s aux diffe´rentes ge´ome´tries de la len-
tille va permettre de donner une minoration du bas du spectre de l’ope´rateur PA,Ω, h pour
h assez petit. On obtient la minoration suivante :
Proposition 8.7. Soit B = (0, 0, 1) le champ magne´tique et A ∈ A (B) un potentiel
magne´tique associe´. Soit Ω une lentille qui ve´rifie (8.3). On suppose que l’angle d’ouver-
ture α de la lentille ve´rifie α ∈ (0, αm(B)) ou` αm(B) est de´fini en (6.69). Soit λ(B; Ω, h)
la premie`re valeur propre de l’ope´rateur PA,Ω, h sur la lentille Ω. On a l’existence de
h0 > 0 et d’une constante C0 tels que
∀h ∈ (0, h0), λ(B; Ω, h) ≥ hν(α)− C0h5/4 . (8.28)
Preuve : Comme dans [HM04, Section 7.2], nous re´alisons un recouvrement de la
lentille Ω en boules de taille hδ avec δ > 0 et de centre (yj,h)j . Nous notons (χj,h)j une
partition re´gulie`re de l’unite´ associe´e, et nous supposons que cette partition ve´rifie∑
j
χ2j,h = 1 et
∑
j
|∇χj,h|2 ≤ Ch−2δ
ou` C > 0 est une constante. La formule IMS (B.8) s’adapte au cas semi-classique et
fournit pour une fonction u ∈ H1(Ω) :
qA,Ω, h(u) =
∑
j
qA,Ω, h(χj,hu)− h2
∑
j
‖∇χj,hu‖2L2(Ω) . (8.29)
On utilise les propositions 8.5, 8.6 et 8.4 pour minorer qA,Ω, h(χj,hu) selon que le support
de χj,h est a` l’inte´rieur de Ω, intersecte le bord re´gulier de Ω ou l’areˆte Γ. On obtient graˆce
a` (8.29) et (8.27) l’existence de constantes h0 > 0 et C > 0 telles que ∀u ∈ H1(Ω) on a :
∀h ∈ (0, h0), qA,Ω, h(u) ≥
(
hν(α)− Chδ+1 − Ch2δ+1/2 − Ch2−2δ) ‖u‖2L2(Ω) .
(8.30)
Nous optimisons cette estimation en prenant 2−2δ = 1
2
+2δ, soit δ = 3
8
, et nous obtenons
(8.28) en utilisant le principe du min-max. 
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8.3 Construction de quasi-modes et asymptotique
On suppose dans la suite que α ∈ (0, αm) ou` αm est de´fini en (6.69). Ainsi d’apre`s le
the´ore`me 6.35, il existe τ∗ tel que
ν(α) = ν(α, τ∗) .
D’apre`s la proposition 4.10, l’ope´rateur P
A˜
lin
,Sα + (x1 − τ∗)2 est a` re´solvante compacte
pour tout τ ∈ R et pour tout α ∈ (0, pi), il existe donc un vecteur propre associe´ au bas du
spectre ν(α) pour l’ope´rateur P
A˜
lin
,Sα + (x1 − τ∗)2.
De´finition 8.8. Nous notons q
A˜
lin
,Sα + Vτ∗ la forme quadratique associe´e a` PA˜lin,Sα +
(x1 − τ∗)2 et nous notons uSα un vecteur propre normalise´ pour PA˜lin,Sα + (x1 − τ∗)2
associe´ a` ν(α).
Puisque Sα est convexe, la fonction propre uSα est dans H2loc(Sα) (cf. [Gri76]). Nous
allons construire un quasi-mode pour l’ope´rateur PA,Ω, h a` partir de uSα . Soit χ ∈ C∞0 (R)
a` support dans (−2, 2) et valant 1 sur (−1, 1). On a
∃K > 0,∀r ∈ R, |∇χ(r)|2 ≤ K . (8.31)
Soit δ > 0 un re´el ve´rifiant
δ ∈ (0, 1
2
)
. (8.32)
Dans la suite nous notons ge´ne´riquement x = (x1, x2, x3) ∈ Dα et |x| =
√
x21 + x
2
2 + x
2
3,
ainsi que x = (x1, x2) ∈ Sα. Nous de´finissons sur le secteur Sα la fonction uSα,cuth
concentre´e a` l’e´chelle h1/2 pre`s de l’origine puis tronque´e a` l’infini :
uSα,cuth (x1, x2) = h
−1/2uSα(h−1/2x1, h−1/2x2)χ
(
h−δ
√
x21 + x
2
2
)
,
le terme h−1/2 e´tant un terme de normalisation. On construit ensuite une fonction sur
le die`dre a` partir de la fonction uSα,cuth (x1, x2) en multipliant par une troncature dans la
variable x3 localise´e dans un voisinage de taille δ de l’origine :
uDα, cuth (x1, x2, x3) = h
−δχ(h−δx3)u
Sα,cut
h (x1, x2) , (8.33)
le terme h−δ e´tant encore un terme de normalisation. On pre´cise la norme des fonctions
construites :
Lemme 8.9. On a
‖uSα,cuth ‖2L2(Sα) = 1 +O(h∞)
et
‖uDα, cuth ‖2L2(Dα) = ‖χ‖2L2(R)(1 +O(h∞)) . (8.34)
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Preuve : On a
‖uSα,cuth ‖2L2(Sα) = h−1
∫
Sα∩{|x|≤2hδ}
|χ(|x|h−δ)uSα(xh−1/2)|2 dx
= h−1
∫
Sα∩{|X|≤hδ−1/2}
|χ(|X|h1/2−δ)uSα(X)|2 dX
= 1 +O(h∞) ,
la dernie`re e´galite´ provenant de la de´croissance exponentielle a` l’infini du vecteur propre
norme´ uSα , cf. la proposition 4.22, et du choix δ ∈ (0, 1
2
). On de´duit du the´ore`me de Fu-
bini (8.34). 
On rappelle la notation A˜lin = (A˜
lin
, a˜lin3 ). Puisque A˜
lin ∈ A (B˜) (cf. la de´finition
3.2), il existe Φ ∈ H1(Dα) tel que
(A˜
lin
, a˜lin3 )− (A˜
lin
, x1 − τ∗h1/2) = ∇Φ .
On multiplie uDα, cuth par e
−iΦh−1 afin de re´aliser le changement de jauge A˜lin 7→ (A˜lin, x1−
h1/2τ∗). Le quasi-mode sur le die`dre est de´fini comme la fonction u
Dα, qm
h avec :
uDα, qmh := e
−iΦh−1uDα, cuth . (8.35)
On a d’apre`s le lemme pre´ce´dent
‖uDα, qmh ‖2L2(Dα) = ‖uDα, cuth ‖2L2(Dα) = ‖χ‖2L2(R)(1 +O(h∞)) .
On e´value l’e´nergie du quasi-mode sur le die`dre :
Lemme 8.10.(
qA˜lin,Dα, h + Vτ∗
) (
uDα, qmh
)
=
(
hν(α) +O(h2−2δ)
) ‖uDα, qmh ‖2L2(Dα) (8.36)
Preuve : On a par une formule IMS(
qA˜lin,Dα, h + Vτ∗
)
(uSα,cuth ) = hν(α)‖uSα,cuth ‖2L2(Sα)
+ h2h−1
∫
Sα∩{|x|≥hδ}
|h−2δ∇χ(|x|h−δ)uSα(xh−1/2)|2 dx .
Or on a graˆce a` (8.31) :
h−1
∣∣∣∣∫Sα∩{|x|≥hδ} |∇χ(|x|h−δ)uSα(xh−1/2)|2 dx
∣∣∣∣ ≤ K ∫Sα∩{|X|≥hδ−1/2} |uSα(X)|2 dX = O(h∞) .
On a donc (
qA˜lin,Dα, h + Vτ∗
)
(uSα,cuth ) = hν(α) +O(h
∞) .
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Par de´finition de la jauge Φ on a graˆce a` la proposition B.2 :
qA˜lin,Dα, h
(
uDα, qmh
)
=
∫
Dα
∣∣∣(hDx1 − a˜1lin)uDα, cuth ∣∣∣2 + ∣∣∣(hDx2 − a˜2lin)uDα, cuth ∣∣∣2
+
∣∣∣(hDx3 − x1 + h1/2τ∗)uDα, cuth ∣∣∣2 dx
= h−δ(qA˜lin,Dα, h + Vτ∗)(u
Sα,cut
h )
∫
R
|χ(x3h−δ)|2 dx3
+ h2−2δh−δ‖uSα, cuth ‖2L2(Sα)
∫
|x3|≥hδ
|∇χ(x3h−δ)|2 dx3
= ‖χ‖2L2(R) (hν(α) +O(h∞)) +O(h2−2δ)
= (hν(α) +O(h∞))
(
‖uDα, qmh ‖2L2(Dα) +O(h∞)
)
+O(h2−2δ) ,
la dernie`re ine´galite´ re´sultant de (8.34). 
Nous de´finissons maintenant le quasi-mode sur la lentille Ω a` partir du quasi-mode construit
sur le die`dre. On fixe y0 ∈ Γ et on rappelle que pour V = B(y0, hδ), le diffe´omorphisme
ΨV envoie V sur un ouvert du die`dre Dα. On de´finit la fonction
uΩ, qmh (y) := u
Dα, qm
h (ΨV (y)) . (8.37)
On a uΩ, qmh ∈ H1(Ω) et en utilisant (8.18) on obtient
‖uΩ, qmh ‖L2(Ω) =
(
1 +O(hδ)
) ‖uDα, qmh ‖2L2(Dα) . (8.38)
Proposition 8.11. Soit uΩ, qm de´fini en (8.37). On a
qA,Ω, h(u
Ω, qm
h )
‖uΩ, qmh ‖2L2(Ω)
≤ hν(α) +O(h5/4) . (8.39)
Preuve : On utilise a` nouveau la formule de changement de variables (8.8) :
qA,Ω, h(u
Ω, qm
h ) ≤ qA˜,Dα, h(uDα, qmh )(1 + C0hδ) . (8.40)
On suit la proce´dure de [HM04, Section 6] (voir aussi la preuve du lemme 8.2) : on
remplace A˜ par A˜lin, on utilise l’ine´galite´ Cauchy-Schwarz et on obtient :
qA˜,Dα, h(u
Dα, qm
h ) ≤ qA˜lin,Dα, h(uDα, qmh )
+ 2
(
qA˜lin,Dα, h(u
Dα, qm
h )
)1/2
‖(A˜− A˜lin)uDα, qmh ‖L2(Dα) + ‖(A˜− A˜lin)uDα, qmh ‖2L2(Dα) .
(8.41)
D’apre`s le lemme 8.1, on obtient l’existence de constantes C2 > 0 et C3 > 0 telles que
qA˜,Dα, h(u
Dα, qm
h ) ≤ qA˜lin,Dα, h(uDα, qmh )
+ C2h
2δ
(
qA˜lin,Dα, h(u
Dα, qm
h )
)1/2
‖uDα, qmh ‖L2(Dα) + C3h4δ‖uDα, qmh ‖2L2(Dα) . (8.42)
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En utilisant (8.36) (8.38), (8.40), on obtient une constante C > 0 telle que
qA,Ω, h(u
Ω, qm
h ) ≤
(
hν(α) + Chδ+1 + Ch2δ+1/2 + Ch4δ + Ch2−2δ
) ‖uΩ, qmh ‖2L2(Ω) .
En prenant δ = 3
8
on obtient (8.39). 
En utilisant la proposition 8.11 le principe du min-max et la proposition 8.7, on de´duit
l’asymptotique du bas du spectre de l’ope´rateur de Schro¨dinger avec champ magne´tique
pour une lentille :
The´ore`me 8.12. Soit B = (0, 0, 1) le champ magne´tique et A un potentiel magne´tique
ve´rifiant rotA = B. Soit Ω une lentille qui ve´rifie (8.3). On suppose que l’angle d’ouver-
ture α de la lentille ve´rifie α ∈ (0, αm(B)) ou` αm(B) est de´fini en (6.69). Soit λ(B; Ω, h)
le bas du spectre de l’ope´rateur PA,Ω, h sur la lentille Ω. On a le de´veloppement asymp-
totique suivant lorsque h tend vers 0 :
λ(B; Ω, h) = hν(α) +O(h5/4) . (8.43)
Nous comparons ces re´sultats a` ceux obtenus par Helffer et Morame dans [HM96]
puis [HM04]. Pour un ouvert Ω ⊂ R3 re´gulier, on a λ(B; Ω, h) = hΘ0 +O(h4/3). De plus
les vecteurs propres associe´s se concentrent le long des points ou` le champ magne´tique
est tangent au bord de Ω.
La proposition suivante permet de comparer l’asymptotique (8.43) a` celle connue pour
le cas re´gulier :
Proposition 8.13. On a
∀α ∈ (0, pi), Θ0 < ν(α) .
Preuve : L’ope´rateur associe´ a` ν(α) est la re´alisation de Neumann −∆ + (x1 − τ∗)2
sur le secteur Sα et la forme quadratique associe´e est note´e
Qα := u 7→
∫
Sα
|∇u|2 + (x1 − τ)|u|2 dx1 dx2 .
On a pour u ∈ Dom(Qα) :
Qα(u) ≥ ‖∂x2u‖2L2(Sα) +
∫
x2∈R
(∫
cot α
2
|x2|<x1
|∂x1u|2 + (x1 − τ∗)2|u|2 dx1
)
dx2
≥ ‖∂x2u‖2L2(Sα) + Θ0‖u‖2L2(Sα) .
Ainsi si ν(α) = Θ0, en notant uα un vecteur propre associe´ pour l’ope´rateur −∆ + (x1 −
τ∗)2, on a ‖∂x2uα‖2L2(Sα) = 0 et la fonction uα n’est pas dans L2(Sα). C’est une contra-
diction. 
Lorsque Ω est une lentille qui ve´rifie les hypothe`ses e´crites au the´ore`me 8.43, le champ
magne´tique n’est tangent en aucun point du bord de Ω. On a vu que la valeur propre
λ(B; Ω, h) se comporte comme hν(α) quand h tend vers 0. Or on a montre´ dans la propo-
sition pre´ce´dente ∀α ∈ (0, pi), ν(α) > Θ0. Ainsi la premie`re valeur propre de l’ope´rateur
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de Schro¨dinger pour une lentille soumise au champ magne´tique (0, 0, 1) est plus e´leve´e
que pour un ouvert re´gulier (cf. le the´ore`me 0.3). Il est possible en utilisant directement
les techniques de [HM01] de de´montrer que les vecteurs propres se concentrent pre`s de
l’areˆte courbe quand h tend vers 0. Nous ne pouvons pas prouver de localisation plus
pre´cise sans hypothe`se supple´mentaire sur la ge´ome´trie de Ω.
8.4 Lentille d’angle variable
La proposition suivante est issue de [PR12] :
Proposition 8.14. La fonction α 7→ ν(α) est de´croissante sur (0, pi).
Preuve : Nous notons ν(α, τ) la premie`re valeur propre de l’ope´rateur
−∆ + (x1 − τ)2, (x1, x2) ∈ Sα .
En utilisant le changement d’e´chelle X2 = x2 cot α2 , cet ope´rateur est unitairement a` la
re´alisation de Neumann de
−∂2x1 − cot α2∂2x2 + (x1 − τ)2, (x1, x2) ∈ Spi2 .
On note
Qnormτ, α : u 7→
∫
Spi
2
|∂x1u|2 + cot α2 |∂x2u|2 + (x1 − τ)2|u|2 dx1 dx2
la forme quadratique associe´e a` cet ope´rateur. Elle est de´finie sur
{u ∈ H1(Spi
2
), x1u ∈ L2(Spi
2
)} .
Pour tout τ ∈ R et pour tout u dans le domaine de forme, α 7→ Qnormτ, α (u) est de´croissante
sur (0, pi). On de´duit du principe du min-max que α 7→ ν(α, τ) est de´croissant sur (0, pi).
En utilisant ν(α) = infτ∈R ν(α, τ), on obtient la proposition. 
Nous supposons de´sormais que l’angle d’ouverture de la lentille est variable. En notant
s ∈ I 7→ y(s) une abscisse curviligne qui permet de parame´trer Γ, on de´finit α(s) l’angle
d’ouverture au point y(s). On fait l’hypothe`se que s 7→ α(s) est une fonction re´gulie`re
qui atteint un unique maximum en s = 0. On note α0 la valeur de ce maximum. D’apre`s
la proposition pre´ce´dente, on a ν(α0) ≤ ν(α(s)) pour tout s. On rappelle que l’on note
β(y) l’angle que fait le champ magne´tique B avec le bord re´gulier de la lentille au point
y. On fait l’hypothe`se ge´ne´rique suivante, qui est ve´rifie´e pour une petite perturbation de
la lentille d’angle fixe pre´sente´e dans la section 8.1 :
ν(α0) < inf
y∈∂Ω\Γ
σ1(β(y)) (8.44)
On a alors (voir aussi [PR12]) :
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The´ore`me 8.15. Soit Ω une lentille soumise au champ magne´tique B = (0, 0, 1). Soit
s ∈ I 7→ y(s) une parame´trisation de l’areˆte et α(s) l’angle d’ouverture au point y(s).
On suppose que α(s) est re´gulie`re et admet un maximum α0 au point s = 0. On suppose
que
ν(α0) < inf
y∈∂Ω\Γ
σ1(β(y)) .
Alors on a l’asymptotique suivante lorsque h tend vers 0 :
λ(B; Ω, h) = hν(α0) +O(h
5/4) .
Preuve : D’apre`s la proposition 8.14 et les hypothe`ses on a
ν(α0) = inf
s∈I
ν(α(s)) < inf
y∈∂Ω\Γ
σ1(β(y)) . (8.45)
Soit s ∈ I fixe´, y(s) le point de l’areˆte Γ associe´ et V un petit voisinage de y(s) dans Ω.
Il existe un diffe´omorphisme qui envoie ce voisinage sur un ouvert du die`dre Dα(s) et qui
ve´rifie la proprie´te´ (8.13). On prouve la minoration de la proposition 8.7 en utilisant ce
diffe´omorphisme et l’ine´galite´ (8.45). On construit un quasi-mode pre`s du point y(0) ou`
l’angle d’ouverture est maximal. Pour cela, on utilise encore un vecteur propre associe´ a`
la valeur propre ν(α0) = ν(α0, τ∗) pour l’ope´rateur sur le secteur −∆ + (x1 − τ∗)2. Le
reste de la preuve est identique celle du the´ore`me 8.12. 
Remarque 8.16. Sous l’hypothe`se que τ 7→ ν(α0, τ) admet un unique minimum non
de´ge´ne´re´ sur R et que le maximum de s 7→ α(s) est unique et non de´ge´ne´re´, on de´montre
dans [PR12] un de´veloppement a` tout ordre en puissance de h de λ(B;α, h). On a en
particulier
λ(B; Ω, h) = hν(α0) + C(Ω)h
3/2 +O(h7/4) ,
ou` C(Ω) > 0 est une constante qui de´pend de la ge´ome´trie de la lentille. De plus les vec-
teurs propres associe´s se concentrent pre`s du point de l’areˆte ou` l’ouverture est maximale.
8.5 Champ magne´tique contenu dans le plan de l’areˆte
On suppose maintenant que le champ magne´tique est tangent au plan Π dans lequel est
contenu l’areˆte Γ. On rappelle que pour un point y de Γ, le diffe´omorphisme ΨV envoie
un petit voisinage de y dans le die`dre Dα. Le champ magne´tique dans les coordonne´es
locales donne´ par la formule (8.11) de´pend maintenant du point y, on le note B˜(y). On
remarque qu’il est contenu dans le plan bissecteur du die`dre Dα : si on note γ l’angle que
fait le champ magne´tique B avec l’areˆte Γ au point y0, on a
B˜(y) = (sin γ, 0, cos γ) .
Ainsi la valeur propre associe´e au proble`me local au voisinage d’un point y de l’areˆte est
s(γ, pi
2
;α). On introduit la quantite´
κmin(α) := min
γ∈[0,pi
2
]
s(γ, pi
2
, α) .
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The´ore`me 8.17. Soit Ω une lentille d’angle d’ouverture α ∈ (0, pi) fixe. On suppose que
le champ magne´tiqueB est contenu dans le plan Π. Alors on a pour α suffisamment petit :
λ(B; Ω, h) = κmin(α)h+O(h5/4) . (8.46)
Preuve : Le champ magne´tique est cette fois-ci tangent au bord re´gulier de la lentille
en un ensemble de points non vide et le proble`me spectral mode`le associe´ a` ces points
a comme bas du spectre Θ0. On reprend la proposition 8.6 en prenant η < Θ0. Or on
a de´montre´ que pour α ∈ (0, 0.9972) on a s(γ, pi
2
;α) < Θ0 pour tout γ ∈ [0, pi2 ]. Ainsi
pour α < 0.9972, on a κmin(α) < Θ0. On de´duit une minoration similaire a` celle de la
proposition 8.7. Pour la construction de quasi-mode, nous prenons un point y0 ∈ Γ tel que
s(B˜(y0);α) = κ
min(α). Un tel point existe d’apre`s la proposition 3.39. On construit en
suivant la proce´dure de la section 8.3 une fonction uh supporte´e pre`s de y0 et ve´rifiant
qA,Ω, h(uh) ≤ ‖uh‖2L2(Ω)
(
hκmin(α) +O(h5/4)
)
.
On de´duit le the´ore`me du principe du min-max. 
Remarque 8.18. Si la conjecture 7.5 est vraie alors on de´duit de l’asymptotique (7.38)
que pour α assez petit, on a κmin(α) = µ(α). Dans ces conditions l’asymptotique (8.46)
peut eˆtre remplace´e par λ(B;α, h) = hµ(α) +O(h5/4) et les vecteurs propres associe´s se
concentrent la` ou` le champ magne´tique est tangent a` l’areˆte.
8.6 Enonce´ du re´sultat dans un cadre plus ge´ne´ral
Nous avons vu dans la section pre´ce´dente que la premie`re valeur propre de l’ope´rateur
de Schro¨dinger avec champ magne´tique constant sur un domaine posse´dant une areˆte
courbe peut eˆtre infe´rieure a` l’asymptotique (14) connue pour le cas re´gulier. Nous don-
nons dans cette section une condition ge´ne´rique sur le champ magne´tiqueB pour que ceci
reste vraie. La de´monstration est identique a` celle du the´ore`me 8.17, c’est pourquoi nous
nous contentons d’e´noncer le re´sultat.
Soit Ω une lentille d’ouverture fixe´e α ∈ (0, pi) et B un champ magne´tique constant
unitaire. Pour un point y de l’areˆte Γ et un petit voisinage V de y dans Ω, on note ΨV
le diffe´omorphisme qui envoie V sur un ouvert de Dα. On de´finit B˜(y) := ( dyΨV )tB le
champ magne´tique dans les coordonne´es locales (cf. (8.11)) et on rappelle que la quantite´
s(B˜(y);α) est le bas du spectre de l’ope´rateur de Schro¨dinger avec champ magne´tique
constant B˜(y) sur le die`dre Dα. On introduit :
smin(B;α) := inf
y∈Γ
(
s(B˜(y);α)
)
.
The´ore`me 8.19. Soit Ω une lentille d’ouverture α ∈ (0, pi) constante et B un champ
magne´tique constant uniforme. Si la condition smin(B;α) < Θ0 est ve´rifie´e, on a quand
h tend vers 0 :
λ(B; Ω, h) = smin(B;α)h+O(h5/4) . (8.47)
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Si on note B = (b1, b2, b3) et B˜(y) = (b˜1(y), b˜2(y), b˜3(y)), alors on remarque en
utilisant (8.13) que b˜2(y) = b3 pour tout y ∈ Γ. Ainsi on de´duit du the´ore`me 6.33 que la
condition smin(B;α) < Θ0 est ve´rifie´e de`s que α et b3 sont assez petits.
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